TRIGONOMETRIA I

omo continuacion de la unidad anterior, el estudio de la aplicacion de la trigonometria serd el hilo conductor de la
unidad, tras haber trabajado las razones trigonométricas y sus propiedades en dicha unidad.

Al inicio de esta unidad se presentan las razones trigonométricas del angulo doble y del angulo mitad, asi como las del
angulo suma y diferencia de otros dos. A continuacidn, se resuelven ecuaciones trigonométricas y sistemas de ecuaciones
trigonométricas aplicando las propiedades de las razones trigonométricas usuales.

Tras un andlisis detallado de estos contenidos se estudian los teoremas del seno, del coseno y de la tangente asi como su
aplicacién en la resolucion de tridngulos. Finalmente, se resuelven problemas en los que es necesario el uso y aplicacién de
la trigonometria.

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitirdn al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT) a lo largo de toda la
unidad. A través del conocimiento de la utilidad de razones trigonométricas y su aplicacion se desarrolla en el alumno la
capacidad de aplicar el razonamiento l6gico-matematico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene
recurrir a los medios informaticos.

Especial interés tiene el manejo de la calculadora para determinar razones trigonométricas, asi como las actividades pro-
puestas con GeoGebra a lo largo de los epigrafes, y las actividades interactivas del test de autoevaluacion que se encuentra
al final de la unidad.

A través de la incorporacion del lenguaje matematico a la expresiéon habitual de los alumnos, se fomenta la competencia
en comunicacién lingiiistica (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos matematicos que los alumnos han de
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la
resolucion de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas (CSC) se desarrollan en el area de Matematicas mediante la aceptacion de otros puntos
de vista en la resolucion de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver de
diferentes formas, la identificacion de las razones trigonométricas de angulos doble y mitad, asi como de la suma o diferencia
de angulos, sus propiedades y relaciones, y sobre todo la resoluciéon de problemas a partir de ellas, etcétera; para trabajar
con los alumnos que distintas soluciones pueden ser igualmente vélidas. El reconocimiento y valoracion de las aportaciones
ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacién

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque deberd adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

I Reconocer las identidades trigonométricas.

I Manejar las razones trigonométricas del angulo doble y del angulo mitad, asi como las del angulo suma y diferencia de
otros dos.

I Resolver problemas en los que sea necesario el uso de los teoremas del seno, del coseno y de la tangente.

I Aplicar la trigonometria a la resolucién de problemas.
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Atencion a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podran utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.

) f DAD

resultados de los problemas a resolver valorando su utilidad
y eficacia.

3.3.Valora la informacién de un enunciado y la relaciona con
el niimero de soluciones del problema.

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables Competencias clave
Identidades trigonométricas | 1.Reconocery trabajar con los dngulos en 1.1.Conoce las razones trigonométricas de la sumay la e
Razones trigonométricas de la radianes manejando con soltura las razones diferencia de dos angulos. (O]
suma de dos angulos trigonométricas de un dngulo, de su doble 1.2.Conoce las razones trigonométricas del angulo doble y del | CL
Razones trigonométricas de la y mitad, asi como las transformaciones dngulo mitad. CAA
diferencia de dos dngulos trigonométricas usuales. 1.3.Resuelve ecuaciones trigonométricas y sistemas de sc
Razones trigonométricas del ecuaciones trigonométricas aplicando las propiedades de las
angulo doble y del &ngulo mitad razones trigonométricas.

Transformacién de la suma de
dos razones trigonométricas en
producto
Ecuaciones trigonométricas
Triangulos 2. Utilizar el teorema del seno, del cosenoy dela | 2.1.Resuelve problemas geométricos del mundo natural, e
Teoremas del seno y del coseno tangente y las férmulas trigonométricas usuales | geométrico o tecnoldgico, utilizando el teorema del seno. 0]
Resolucion de tridngulos para resolver ecuaciones trigonométricas asi 2.2.Resuelve problemas geométricos del mundo natural, (a0
como aplicarlas en la resolucién de tridngulos. geométrico o tecnoldgico, utilizando el teorema del coseno. | CAA
2.3.Resuelve problemas geométricos del mundo natural,
geométrico o tecnoldgico, utilizando el teorema de la
tangente y las formulas trigonométricas usuales.
2.4.Utiliza los teoremas del seno y del coseno para resolver
problemas empleando medios tecnoldgicos, si fuera preciso,
para realizar los clculos.
Aplicaciones de la 3. Utilizar la trigonometria para resolver 3.1.Utiliza las herramientas tecnoldgicas, estrategias y e
trigonometria problemas geométricos del mundo natural, formulas apropiadas para resolver problemas en los que ()]
geométrico o tecnoldgico. interviene la trigonometria. (€
3.2.Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los CAA
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PARA EL PROFESOR PARA EL ALUMNO
' Presentacion de la unidad

1. Identidades trigonométricas

» Razones trigonométricas de la suma de dos
angulos

« Razones trigonométricas de la diferencia de
dos dngulos - . .

. Razonegs trigonométricas del dngulo dobley  Jsee-eseeeereene ® Yldeo. Razones trigonometricas del
del angulo mitad ngulo doble
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» Ecuaciones trigonométricas

© Actividades de refuerzo 2. Triangulos
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¢ Actividades de ampliacion + Teoremas del seno y del coseno
P « Resolucion de tria’nguk)s

3, Aplicaciones de la trigonometria

" EERCICIOSRESUELTOS | e 6 Video. Sisjce(na de ecuaciones
trigonométricas
'~ EJERCICIOSY PROBLEMAS




Repasa lo que sabes (pagina 99)

1. Si « es un angulo del primer cuadrante, razona cuales de las siguientes igualdades son ciertas y cuéles no.

I cosa=cos(—a)

™
I sen 3—(1 =sen «

5 tga=tg (180° — a)

I sen T*OL = —C0s«

Son ciertas las igualdades de los apartados a) y d).
Son falsas las igualdades de los apartados b) y c).

2, Utiliza la calculadora para hallar los angulos comprendidos en el primer giro que cumplen que cos & = —0,45.
Como el angulo tiene signo negativo y es un coseno, los dngulos se deben de encontrar en el segundo y tercer cuadrante.
Usando la calculadora llegamos a que cos « = 0,45 = a = 63° 15'22,74”
Pasando al segundo y tercer cuadrante obtenemos que:
o, = 116°44'37,26"
o, = 243°15'22,74"

3. Utiliza la calculadora para hallar las razones trigonométricas de un angulo del segundo cuadrante si sen « = 0,5.

sena=0,5 coseca =2
cosa= —0,87 seca= —1,15
tga= —0,58 ctga=—1,73

4. ;Existe algun tridngulo cuyos lados midan, respectivamente, 3 cm, 4 cm y 8 cm? Explica por qué.

No existe ningun triangulo con esas medidas ya que la suma de las longitudes de los dos primeros lados, no es mayor que la del
tercer lado.

5. ;Cuantos tridngulos hay cuyos angulos sean 113°, 25°y 42°? ;Por qué?
Debido a que al tener los tres dangulos iguales, todos los tridngulos seran proporcionales por lo que existen infinitos.

6. Resuelve el triangulo si A = 90°, a = 14 cm y b = 6 cm. Ten en cuenta que A, B y C son los angulos de un triangulo rectanguloy g,
by c sus lados opuestos.

Como el angulo A es de 90° estamos en un tridngulo rectangulo.
Para hallar el lado restante, usamos el teorema de Pitdgoras dando por resultado ¢ = 12,65 cm.

. ~ 6 ~
Mediante las definiciones trigonométricas sacamos el angulo B: sen B = 14 = B =25°22'36,96"

Sabiendo que la suma de los tres angulos interiores de un triangulo es 180° entonces C = 180° — 90° — 25° 22'36,96" = 64° 37' 23,04"
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SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Razones trigonométricas del angulo doble (pagina 102)

En el video se muestran las demostraciones de las férmulas que
permiten calcular el coseno y la tangente del angulo doble.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital estas demostra-
ciones paso a paso o para que los alumnos puedan repasarlas
mas tarde.

Teorema del seno (pagina 107)

En el archivo de GeoGebra se puede comprobar que las longitu-
des de los lados y los senos de los angulos opuestos son propor-
cionales y que la razén de proporcionalidad coincide con la lon-
gitud del didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital las relaciones
entre los lados y las razones o para que los alumnos puedan de-
ducir estas relaciones por si mismos.

Teorema del coseno (pagina 108)

En el archivo de GeoGebra se puede comprobar que la relacion
entre los lados y el coseno de uno de los dngulos de un tridngulo
cualquiera.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital estas relaciones
entre los lados y los dngulos de un tridngulo o para que los alum-
nos puedan deducir estas relaciones por si mismos.

Sistema de ecuaciones trigonométricas (pagina 115)

En el video se muestra paso a paso como resolver el sistema de
ecuaciones trigonométricas propuesto en el ejercicio resuelto.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital cémo debe re-
solverse este tipo de ejercicio o para que los alumnos puedan re-
pasar el procedimiento mas tarde.

Actividades (paginas 101/112)

Kl Calcula las razones trigonométricas de un angulo de 15°,
conociendo las de uno de 45°y las de otro de 30°.

(Ve—V2) (Ve+V2)

sen 15°= ————~ cos 15°= ——~,
4 4
tg15°=2—1/3

H Sabiendo que cos & = ———; que el dngulo « pertenece al 3.*

13’
3
cuadrante, que sen 3 = r y que (3 pertenece al 2.° cuadran-

te, calcula sen (a + B) y cos (a — B).
16

: cos(a—B)=—65

33

sen (o +B)=——

(a+B) 65

El Calcula el coseno y la tangente del angulo de 75° utilizando

las razones trigonométricas de 30° y 45°. Comprueba des-
pués el resultado utilizando una calculadora cientifica.

cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 45°- cos 30° — sen 45°-sen 30° =

_V2 V3 Va1 Ve-Va

1
2 2 2 2 4
14+—
tg 45° + tg 30°

tg 75° = tg (30° + 45°) = =
9 9( ) 1 —tg 45°-tg 30°

'I_

Sl el

=2+13

B Procediendo de forma analoga a como se hallé tg (o + B),

ta (o — ) = 9XTR
demuestra que: tg (o« — B8) = T+tga-tgp
sen(a—PB)  (sena-cosP — cosa - senP)
cos (e — B) (cosa - cosPB + sena -sen B)
Dividiendo todos los términos por cos « -cos 3, queda:

(tga — tg B)
(1+tga-tgp)
H Conociendo las razones trigonométricas de /6, calcula las

de /12,

<Tr> 2-1V3 <w> V2+13
sen\—|= ——, COS E—
12 2 12 2

tg(a—B) =

tgla — B) =

a(2)-Vi—aa

. 12 3w .
A Sisena= 13 ym<a< -5 calcula las razones trigono-

métricas del angulo doble y del angulo mitad de «.

119 120
, Cc0s2a=———, tg22aa=——),
169 119

o) 2ol 4 ol

120
sen 2o = ——,
169

2 13 2 13 2 2

Demuestra.
2tg

a) cos 2o = cos’ a — sen’ & 2
1-t9g"

b) tg 2o =

a) cos 2a = cos (@ +a) = Ccosa - CoOSa — sen « - sen o =
= cos’ o — sen*a

b) tg 2 sen 2a 2sena - cosa
a= =
9 cos2a  (cos’a — sen’ )
Dividiendo el denominador y numerador de la fraccion
) 2tga
entre cos” a:tg 2o = —— 5 —
(1-1t9"a)
sen3x +senx _ 2

Demuestra la igualdad: =
B 9 sen3x —senx 1—tg’x

sen3x +senx  2sen [(3x + x)/2] - cos [(3x — x)/2]
sen3x —senx  2cos [(3x + x)/2] - sen [3x — x)/2]
_2sen2x-cosx _tg2x = 2tgx 1 2
T 2cos2x-senx  tgx 1—tg’x tgx 1 —tg’x
B calcula.
cos 105° — cos 15°
cos 105° + cos 15°
b) sen 70" + sen 50° d) cos 52,5°-cos 7,5°
cos 70° + cos 50°
cos 105° — cos 15°

sen 100° + sen 40°
cos 100° — cos 40°

a) =
cos 105° + cos 15°
_ —2sen [(105° 4+ 15°)/2] - sen [(105° — 15°)/2]
2cos [(105° + 15°)/2] - cos [(105° — 15°)/2]
—2sen 60° - sen 45°
= = —tg60°= —-V3
2 cos 60° - cos 45° 9 \/_
sen 70° + sen 40°
b)

cos 100° — cos 40° -
2sen [(70° + 50°)/2] - cos [(70° — 50°)/2]
2cos [(70° + 50°)/2] - cos [(70° — 50°)/2]
2sen 60° - cos 10°
=—F———=1g60°="V3

2cos 60° - cos 10° 9 \/—
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sen 100° + sen 50°

)
cos 70° + cos 15°
2sen [(100° + 40°)/2] - cos [(100° — 40°)/2]
(—2sen [(100° + 40°)/2] - sen [(100° — 40°)/2])
2sen 70° - cos 30°
= = —tg60°= —V3
—2sen 70° - sen 30° 9 \/_
05° 15°
d) cos 52,5° - cos 7,5° = cos * COS =

2 2
1 1+V2
= —(cos 60° + cos 45°) = ———
2 4
[l Demuestra.

a) La férmula de la conversion de la diferencia de senos en
productos.

b) La formula de la conversion de la diferencia de cosenos
en productos.

a) Partiendo de las ecuaciones del seno de la suma y de la
diferencia:

sen(a+PB) —sen(e—PB)=2senP-cosa
Llamando « + B = Ay a — B = B, tenemos que
A+B A—-B

== =

a , con lo que:

A+B A—-B
- sen
2 2

b) Partiendo de las ecuaciones del coseno de la suma y de la
diferencia:

sen A — sen B = 2 cos

cos(a + B) —cos(a—B)=—2sena-senf
A+B
2

Llamandoa + B =Aya — 3 = B, tenemos que o =

, con lo que:

A
yB=
A+B A-B

cosA — cos B= —2sen

il Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) sen3x =1 b) sen x = cos x ¢) cosecx = —2
a)sen3x=1=3x=90°+ k-360°= x =30°+ k- 120°
kez
b) senx=cosx=>tgx=1=x=45°+k-180° ke ”Z
1

1
) = —2=senx= ——
sen x 2

e’z
Xx =330° + k - 360°

:>{x=210°+k~360°k
[Pl Resuelve cos’x —3cosx+2=0
cos’x —3cosx+2=0
3i\ﬁ - {cosx= 2 No puede ser
cosx=1=>x=k-360° ke Z

COs X =

B Resuelvesenx + cosx =1
senx +cosx =1
1—sen*x=1=V1—sen’x=1-senx

=1—sen’x=1—2senx + sen’x=2sen’x — 2senx =0

senx +

=senx(senx—1)=0=senx=0o0senx =1

=x=k-360°% k€ Z,x=180°+ k- 360° k € Z,

x=90°+ k-360° ke Z

De estas soluciones solo son validas para que se cumpla la

ecuacion inicial:
x=k-360°% k€ Z,x=90°+ k-360° ke ”Z
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I Resuelve tg x-sec x =V/2
tgx - secx = V2 = senx = V2 cos? x
senx — V2(1 — sen’x) = 0 = \2sen’x + senx — V2 =0

1
senx = ——
—1+Vo V2
Ssenx=———=
-2
2\/5 sen x = —— No es posible.
V2
Por tanto:

kez

x =45°+ k- 360°
x =135°+ k- 360°

B Loslados de untridngulosona=2cm,b=7cmyc=8cm.
Calcula sus angulos.

49+64—4 109

I a*=b"+—2bccosA=> cosA= =
2:7-8 112

=A=13°17'2824"=133°
4+64-49 19

I b’=0d*+c— 2accos B= cos B = =
2:-2-8 32

= B = 53°34'35,13" = 53,6°
4+449-64 N

I d=d+b—2abcosC= cosC= -
2:2-7 28

=C=113°7'56,63"=113,1°
@ Los lados a y bde un triangulo miden, respectivamente,

7 cmy 5 cm, y el angulo comprendido entre ambos, C, es
de 45°. Calcula el valor del lado c.

C=a+b"—2abcosC=>=49+25—2-7-5-cos 45°
=c=495cm

Dos lados de un paralelogramo miden 6 cm y 8 cm, y forman
un angulo de 100°. Calcula la longitud de sus diagonales.
I d=6"+8—2-6-8cos100°=d, =10,8cm
I d,=6"+8 —2-6-8c0s80°=d,=9,1cm

B Desde un punto, A, se divisan otros dos puntos, By C, las
visuales forman un angulo de 52°29' Se sabe que By C dis-

tan entre si 450 m, y que A y B estan separados por 500 m.
Averigua la distancia que hay entre Ay C.

Aplicando el teorema del coseno se obtiene:
450° = 500 + x* — 1000x cos 52° 29’
Resolvemos la ecuacion y obtenemos:
x=517,14m
{x =91,85m

B Dado el pentagono regular de la siguiente figura, averigua:
¢ B dya.

I Elangulo central que abarca un lado mide 72°, por lo que:
¢¢=2-2"-2-2-2-c0s72°=c=235cm
I B =180°—72°=108°
I ®=2-22-2-2-2-cos144°=d=380m
I El dngulo inscrito que abarca un lado mide la mitad del
central, es decir, a = 36°.



Ejercicios y problemas (paginas 116/120)

Identidades trigonométricas

Si sen 40° =0,6428 y sen 15° = 0,2588, ;se puede deducir
que sen 55° =0,9008?

No, porque sen 55° # sen 40° + sen 15°

Razona qué es mayor, sen 2a 0 2sen a.

Dado que sen 2a =2 sen a - cos a, podemos observar las si-
guientes situaciones:

Si o € 1. cuadrante, sen 2o < 2 sen a, ya que cos « es positi-
vo y menor que 1.

Si o € 2.° cuadrante, sen 2a <2 sen q, ya que cos a < 0.

Si a € 3.2 cuadrante, sen 2a>2 sen o, ya que sen a <0y
cos a <0, luego el producto sen « - cos a > 0.

Si a € 4.° cuadrante, sen 2a>2 sen o, ya que 1>cos o > 0
al multiplicar por sen a < 0 da un resultado menor en valor
absoluto y, como es negativo, sen 2a es mayor que 2 sen a.

También puede utilizarse la representacién geométrica.

. . . ‘n'
Conociendo las razones trigonométricas de 2 calcula
kn)
las de —.

8
1—cosE
- 4 2-V2 V2-\2
Sengz 2 = 4 = 2

m
1+ cos —
cos“—\/ P4 eva V2+ 2
8 2 4

2
tg%= /Zéz\/az\/i

El seno de un angulo del segundo cuadrante vale 3/5. Calcu-
la las razones trigonométricas de su angulo doble.

. 3 4 3
Sisena=— = cosa=——y tga=——
5 5 4

4 7 24
sen 2o = ———, cos2a=——, tg22a=——

25 25’ 7

Sin utilizar la calculadora, halla el valor de:
a) sen 105° b) cos 165° c) tg 285°

1
a) sen 105° = sen (45° + 60°) = E+§.¥:

V2(1+V3)

=————~=sen75°

4
b) cos 165° = —sen105° = M

¢) tg285° = —tg 75° =tg 105° = tg(45 + 60) = —2 — \/3

V2,
2

2
Calcula tg o sitg 2 = 3 y « pertenece al tercer cuadrante.

. 1 —cos 2a
Aplicaremos: tga =,/ —————
1+ cos 2a

Serd necesario, en primer lugar, calcular cos 2«a, dado que
1+ tg® 2a = 1/cos® 2a, se obtiene:

cos2a= —3/V13
y sustituyendo:

wo [1+6VI3) _
tg /71_(3/ NG 03028

Si a es un angulo del que se conoce que /2 < a < 7, y

tg a = —10, calcula sen (7 + o), cos (w + o) y tg (7 + ).
sen (m + o) = —0,995, cos (m + «) = 0,0995,
tg(m+a)=—10

Sabiendo quesena = 3/4, w/2 <a <, ycos 3 = —1/3,
/2 < B < 7, averigua:

a) sen 2, cos 2a y tg 2«

b) sen (o + B), cos (e + B) y tg ( + B)

c) sen(a/2)ycos2f3

a) sen 2a = —0,992, cos 2a = —1/8, tg 2a = 7,937
—3-2V14 V7-6V2

,cos (@ +B) = ——

b) sen (o + B) = 12 n

tgla+pB)=18
c) sen (a/2) = 0,91,cos 2B = —7/9
Sabiendo que dos angulos son agudos y que sus tangentes

son 3y 0,75, respectivamente, calcula el seno de su suma,
el coseno de su diferencia y la tangente de su semisuma.

sen (@ + B) = 0,95
cos (a — ) =0,82
tg (@ + B)/2) = 1,39

Sabemos que tg a = 14/5, a < m, y que sen 3 = —2/7,
7 < B < 3m/2. Averigua:

a) sen 2, cos 2a y tg 2«

b) sen (B/2), cos (3/2) y tg (3/2)

c) sen (o + B), cos (o — B) ytg a + 3/2)

a) sen 2o = 0,63, cos 2o = —0,77,tg 2ae = —0,82

b) sen (B/2) = 0,99, cos (B/2) = —0,14,
tg (B/2) = —6,85

c) sen (a + B) = — 0,99, cos (@ — B) = —0,59,
tg Qo + B/2) = 1,66

Si cos a=3/5y a es un angulo del cuarto cuadrante y
sen b=14/5y b es un angulo del segundo cuadrante, calcula:

a
f) cos (—2—>

b
wif3)

i) tg3a

a) cos (% + 90°> d) sen (a—b)

b) sen (2a + 2b) e) tg2a

b
f) —=2
)'cg(2 b)
(a) \/1—cosa \/1—3/5 1
a) sen|—| = = =—
2 2 2 5

a a a
cos (— + 90°) = Cos (—) +€os 90° — sen (—) -sen 90° =
2 2 2

——sen(%)ﬂ—%

b) cosa=3/5 = sena= —4/5
sen2a= —24/25 y cos2a= —7/25
senb=4/5 = cosb=—-3/5
sen 2b = —24/25 y cos2b= —7/25
sen (2a + 2b) = sen 2a - cos 2b + sen 2b - cos 2a =
_ 24 =7 24 7

<) tg (180° — b)

=t ———— =054
25 25 25 25
senb —4
c) tgb= =—
) 19 cos b 3
4
tg 180° —tg b 0+3 4
tg (180° — b) = —2 9b _ -2

T 1+tg180°-tgb —4
9 9 1+0'<T>
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d) sen(a—b)=sena-cosb—senb-cosa=
-4 -3 4 3
5 5 55
2t 24
e) t92a27gg:—
1—tg’a 7
b 1—cosb
f) t 2
) 9(2) 1+cosb \/—
24
tg2b=—
J 7
b 2—24/7 —-10
tg(——Zb): 7
2 1+2-24/7 55

—2\/—

_ 2 _

\/_

<a> 1+cosa
g) cos 5=

h) Véase el apartado f).

tg2a+tga
i) tha=tg(Za+a)=u=
1—tg2a-tga
24 (74)
_+ —_
7 3 44
27 4 117
A V)
7 3

Comprueba que es rectangulo todo tridangulo ABC que veri-
fique lo siguiente:

senB+sen C=cos B+ cos C

Es evidente, dado que si el tridngulo es rectdngulo en A,
sen B=cos Cy sen C=cos B.

. ™
Demuestra quesiA + B = 5 se cumple que:

(sen A+ senB) - (cosA+ cosB) =1 + sen 2A
SiA+B= % se cumple que sen B = cos Ay cos B = sen A.

Entonces:

(sen A + sen B) - (cos A + cos B) =
=senAcosA+senBcosA + senAcosB + senBcosB =
=senAcosA + cosAcosA+senAsenA + cosAsenA =
=2senAcosA + cos’A + sen*A =sen2A + 1

Queda, entonces, demostrado.

Demuestra las siguientes igualdades.
x 1 — cos’x
a) sen’ (—) =—F
2 L (%
4 cos”| —
2

cos(a+b)—cos(a—b)
b) sen(a+b)+sen(a—b) tgb
cosa+(cos3a)/3 1

sena—(sen3a)/3 ~ tg’a

c)

X X\ ]?
2 — . i
1 —cos’x sen®x [ sen<2> €os (2”

a X 1+cosx 2(1 + cos x) -
4cosE 4'f

saifs) orls)
e s3]

4sen”|(—|-cos” | —
2 2 X
= . =sen’ (5>
2-2cos’ (—)
2

@ Trigonometria y nOmeros complejos

cos(@+b)—cos(a—b)

b) sen(a+b)+sen(@a—b)
at+b+a—-»b at+b—a+b
—2sen -sen
_ 2 2
at+b+a—»b at+tb—a+b
2sen - COS
2
_—sena-senb__t b
sena-cosb 9

¢) cos3a=4cos’a—3cosa
sen3a=3sena—4sen’a

Sustituyendo:
cos 3a 1
cosa-+ cosa+§(4cos3a—3cosa)
sen 3a N 1 -
sena—— sena—g(Ssena—4sen3a)
4 3 4 3
cosa+§cos a—cosa —cos’ a
= = =cotg’a=
4 3 4 3
sena—sena+§sen a Esen a
tg 2a sen (a — b)
Simplifica - —(tga+tgb
P (1 +sec2a) cosa-cosb (tg 9b)
Simplificamos la primera fraccion:
sen 2a sen 2a
tg2a ~ cos2a cos2a
1+ sec2a 14 1 cos 2a+1
Cos 2a Cos 2a
2senacosa __2senacosa —tqa
" cos’a—sen’a+sen’a+cos’a  2cosia 9

Simplificamos la segunda fraccién:

sen(a—b) senacosb—senbcosa

cosa-cosb cosacosb
senacosb senbcosa

= - =tga—tgb
cosacosb cosacosb

Sustituimos estas expresiones en la expresién global:

tg 2a sen (a —b)

- —(tga+tgb) =
1+sec2a cosa-cosb (tga+tgb)
=tga—(tga—tgb)—(tga+tgb)=

=tga—tga+tgb—tga—tgb= —tga
Comprueba que se verifican estas igualdades.
a) sen 44° — sen 22° = —2 cos 147°-sen 11°
b) cos 70° — cos 50° = 2 sen 300° - sen 10°
¢) sen 75° — cos 75° = 2 cos 45° - sen 30°
a) sen 44° —sen 22°=2cos 33°-sen 11° =
=2(—cos 147°)-sen 11° = —2 cos 147°-sen 11°
b) cos 70° — cos 50° = —2 sen 60° - sen 10° =
—2(—sen 300°) - sen 10° = 2 sen 300° - sen 10°
c) sen 75° — cos 75° = sen 75° —sen 15° =
=2 cos 45° sen 30°

Transforma en productos las siguientes sumas.
a) sen 100° + sen 20°

b) cos 100° — cos 20°

¢) cos 70° + cos 50°

a) 2 sen 60°- cos 40°

b) —2 sen 60°- sen 40°

¢) 2 cos 60°-cos 10°

tg’a



B Sin utilizar la calculadora, halla:

sen 40° + sen 20°

a— ¢) cos 75°-cos 15°
cos 40° + cos 20°
sen 110° + sen 50°
en 75°- cos 15°
b) cos 110° — cos 50° d) s 37rcos 13
a) sen 40° +sen 20° 2 sen 30°- cos 10° —tq30° = ﬁ
cos 40° + cos 20° 2 sen 30°-cos 10° 9 3
b) sen 110°+sen 50°  2sen 80°-cos 30°
cos 110° —cos 50° —2 sen 80°-sen 30°
= —cotg 30° = — V3
cos 90° + cos 60° 1
c¢) cos75°-cos 15°=—————=—
2 4
sen 90° + sen 60°
d) sen 75°- cos 150:f:

_1+V32_2+\3

2 4

Sin utilizar la calculadora, averigua el valor de las siguien-
tes expresiones.
sen 105° + sen 15°

a - tg 15°
)cos105°—cos15° 9

b) (sen 75° - sen 45°) - (cos 75° - cos 45°) + (1 — cos 15°)

sen 105° + sen 15°
a ——————————tg15° =
cos 105° — cos 15°

_ 2sen60°- cos 45°
—2sen 60°-sen 45°

R tg 45° —tg 30°
—cotg45° s —————————— =
1+ tg45°-tg 30°

‘I_ﬁ
— 1. \2 -\V3-2

1+——
3

b) (sen 75° - sen 45°)- (cos 75° - cos 45°) - (1 — cos 15°) =

- tg (45° — 30°) =

1 1
= 3 (sen 120° + sen 30°) - EY (cos 120° + cos 30°) -

- (1— cos (45°—30°) =
1 /V3 1) (-1 V3
= |— 4| —F+—]-
4 2 2 2 2
- (1— (cos 45° - cos 30° + sen 45° - sen 30°)) =

_1.1.(1 _<§+ﬁ))_1_(M>

4 2 4 8 32

H Calcula la expresién de tg 3a en funcién de tg a. Aplicala

para a =45°.
2tga
— 5 ttga

tg2a+tga 1—tg°a

tg3a=tg (2a+a)= = =

1—tg2a-tga 2tga
1—————-tga
1—tg°a

_2tgattga—tg’a 3tga—tg’a

1-tg°a—2tg’a  1-3tg’a

3tg45°—tg’45 3—-1
1—3tg*45 1-3

-1

tg 135°=1tg (3-45°) =

Halla sen 2x si sen x — cos x = 1/3
Basta con elevar al cuadrado los dos miembros de la igualdad.

1 1
(senx—cosx)z=§:>sen2x—25enx~cosx+coszx= 5

) R 1 1 8
(sen“x +cos"x) —sen2x=—=sen2x=1——=—
9 9 9

Ecuaciones trigonométricas

B Resuelve.
a)tgx = \/§ d) sen (x/2) = \/5/2
b) secx=2 e) cos(x—%>=—1

c) cotgx = —1 f) cosec(x +m) = —\/2
a) x = 60° + k- 180° d) [x=90°+ k-720°
{x=270°+k-720°
b) (x =60° + k - 360° e) x=3mw/2+ k2w
{x=300°+k-360°
c) x =135+ k-180° f) (x=m/4+k-2m
{X—3’1T/4+k'2’1T

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonomeétricas.

1 1
a) cos 3x = sen 30° h) sen x — = -
sen x 2\/5
b) cos (4x — w) = —1/2 i) senx+ 2 =3 cos 2x
. sen 2x )
c) sen 2x = cos x j) 1= + cos” x

k) cos2x+5cosx+3=0
sen” 2x

2
m) 6 cos’x + cos 2x = 5

d) 2sen’x + senx = 1/2

+ cos’x =1

e) senx+cosx=\/£ 1)

f) cosx—cos3x=0

3 2tg x
g)senx —cosx= |- n)cosx—————=0
2 1+tg°x

1
a) cos 3x = sen 30° = cos 3x:5:>3x: 60° + k- 360°

= 3x =300°+ k- 360°, es decir:

x=20°+k-120 ke 7
x=100°+k-120°

1
b) cos (4x —m) = 3
El coseno de esta diferencia se puede escribir como:

1 1
COS 4x cos T + sen 4x sen T= —E = —C0s4x = _E
Es decir:
1 4x=60°+ k-360°
cos4x=— ke 7
4x=300°+ k- 360°

Por lo que las soluciones de la ecuacién son:
x=15°+k-90°
{x= 75° + k- 90°
¢) Se sustituye sen 2x y se obtiene:

ke z

2senx-cosx —cosx=0=cosx(2senx—1)=0

De lo que se deduce:
cosx=0=x=90°+ k-180°
x=30°+k-360°

2senx=1= kez
Xx=150°+ k- 360°

d) Reduciendo a comun denominador se obtiene la ecuacién
de segundo grado:
4sen’x+2senx—1=0

Se resuelve y se obtiene:

—1+V5  [x=3817°+k-360°
senx=——= kez
2 x=141,83°+ k- 360°
“1-Vs -
sen x =f< —1, no hay solucién.
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e) Se eleva al cuadrado la ecuacion y se obtiene:
1+sen2x=2=sen2x=1=x=45°+ k- 180°

Hay que verificar la solucién, porque al elevar al cuadrado
se obtiene una ecuacién cuyas soluciones son validas para
V2 y —\/5, y se observa que es cierta si k es un nimero

par, por lo tanto:
x=45°+k-360°, ke ”Z
f) Transformamos la suma de cosenos en producto:
—2sen2x-sen(—x) =0=2sen2x-senx =0
De lo que se deduce:
{sean— 0= x=k-90°

senx=0=x=k-180° kez

Estos dos conjuntos de soluciones se pueden englobar

comox =k-90°% ke 7

3
g) sen x —cosxz\/;

Para resolver esta ecuacién se puede elevar al cuadrado y
solucionarla, teniendo en cuenta que aparece la expresion
del seno del dngulo doble. Hay que remarcar la necesidad

de comprobar las soluciones.

3
sen’x + cos’x — 2 sen X cos X = 5

3 1
=1—sen2x=—=sen2x=——
2 2

- 2x=210°+k-360° = x=105°+ k- 180°
2x=330°+k-360° = x=165°+ k- 180°
Debemos comprobar las soluciones:

3
sen 105° — cos 105° = \/;, x = 105° es solucion.

3
sen 285° — cos 285° = f\/; x=105°+ 180° no es so-

lucion.
3
105° + 360°, sen 465° — cos 465°= >

En general:
x=105+k-360° k& Z es solucién.

Lo mismo ocurre con 165° + k- 180°: solo son soluciones
aquellas que resultan de sumar a 165° giros completos,

por lo que las soluciones de la ecuacion son:
x=105°+ k- 360 ke 7

Xx=165°+ k-360°
1 1
h) sen x — =——"
) sen x 2V3

Reduciendo a comun denominador, resulta:

2V/3 sen?x + sen x—2\/3=0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se obtiene:

_ 2

V3
sen x =

V3

2
. 2 . .,
1 Sisenx = —7 < —1,X no tiene soluaon.
3

. 3 - .
I Sisenx= - tenemos las siguientes soluciones:

Xx=60°+ k-360°
x=120°+k-360°

@ Trigonometria y nOmeros complejos

i) senx+2=3cos2x

Se sustituye cos 2x y se expresa la ecuacion en funcién de
sen X para conseguir una ecuacién de segundo grado.

sen x + 2 =3 (cos’ x — sen’ x)
=senx+2=3(1 —2sen’x)
=6sen’x+senx—1=0
Las soluciones son:

X =19,47° + k- 360°

1 S(-:-nX:l = ke Z
3 x=160,53° + k - 360°

1 x =210°+ k- 360°
Isenx=—— = keZ
x=330°+ k- 360°
. sen 2x 5
j) 1= + cos” x

Se sustituye sen 2x y se obtiene:
1 =sen x cos x + cos® x
=1—cos’x —senx-cosx=0
=sen’x—senx-cosx=0
=senx(senx—cosx)=0
De lo que se deduce:
{sen x=0

sen X = cos X
Las soluciones son:
{x =k-180°
Xx=45°+k-180°

ke z

k) cos2x+5cosx+3=0

Se sustituye cos 2x, y se expresa la ecuacién en funciéon de
cos x:

cos’x—sen*x+5cosx+3=0
=2cos’x+5c0sx+2=0
Se resuelve la ecuacién y se obtiene:

1 [x—120°+k-360°

cosx=—3 = kez

Xx=240°+ k-360°
La otra solucion de la ecuacion, cos x = —2, es imposible.

sen® 2x
2
4 sen’x cos’ x +2 cos’ x =2

)] +cos’x =1

=4sen’xcos’x+ 2(1 —sen’x) =2
=4sen’xcos’x—2sen’x =0
=2sen’x(2cos’x—1)=0
De esta igualdad se deduce:
senx=0
cosx = tﬁ

2
Las soluciones son:
x=k-180°
{x=45°+k~90°

kez

m) 6 cos*x+ cos2x=15
= 6cos’ X+ cos’ x — sen’ x =5
=6 cos’x+cos’x+cos’x—1=5
=8c0s’X=6=Cos X = i?

— o+ . o
:{x 30°+ k- 180 vez

x=150°+k-180°



. sen x .
n) Si se expresa la tg x como , se obtiene:
0Ss X
2senx 2senx
cos x cos x
cosx— ——5— =0=cosx — =0
sen‘ x
1T+—— 5
cos” x cos” x

2 sen x cos> x

= COSX — =0=cosx —2senxcosx =0

COs X

Sacando factor comun:
cosx=0
cosx(1 —2senx) =0=
1—2senx=0

La solucién cos x = 0 no es valida, pues entonces no existe
tg x:

1 =30°+ k- 360°
1—=2sinx=0=sinx= - = X ke
2 x=150°+ k- 360°

Bl Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

a) [5senx+ 15cosy = —1
10senx —20cosy =13

X 1
b) [sen’ ~ —seny =—
)]s a
) 1
cosx + cos’y =

c) [2cos2x=tgy

4sen’2x —2tgy =1

a) Al reducir el sistema se obtiene senx = 0,7y cosy = —0,3,
por lo tanto:

x=44,427° + k- 360°

x=135,573°+ k- 360°

{iz 107,458° + k- 360°

ey

=252,542° + k- 360°
b) Sustituyendo el seno del angulo mitad en funcion del
coseno y operando, se obtiene:
2cosx+4cosy=1
{4 cosx+4sen’y=3

Dividiendo la segunda ecuacién por 2 y sumando las dos,
se obtiene:

5
25en2y+4seny:5:>4sen2y+85eny—5:0

Resolviendo esta ecuacion, se obtienen dos soluciones pa-
ra el senodey, 1/2y —5/2, que por ser menor que —1, no

puede ser solucién. Por tanto:
1—4seny 1

1
Seny = — = CoSX =
2 2 2
Las soluciones son:
x=120°+ k- 360 KEZY y=30°+k-360 )
X =240° + k- 360° =150°+ k- 360°
¢) Se sustituye tg y en la segunda ecuacion:
4sen’2x—4cos2x=1= 4(1 — cos® 2x) — 4 cos 2x = 1

Se ordena y se obtiene una ecuacién de segundo grado:
4cos’2x +4cos2x—3=0.

. 1 3 L
Sus soluciones son cos 2x = 3 y Cos 2x = - (solucién no

valida).

1
Sicos2x= — =

. {x—30 +k-180°

x=150°+k-180°
Como 2 cos 2x = tg y, tenemos que:tgy = 1
=y =45+ k-180°

Resolucion de triangulos. Teoremas del seno y del coseno

261

¢{Es posible resolver un triangulo sabiendo que a =30 cm,
A=110°y B=80°? ;Por qué?

No, porque A + B> 180°.
Demuestra que el teorema del coseno equivale al teorema
de Pitagoras cuando el triangulo es rectangulo.

Suponemos el triangulo rectangulo en A, el teorema del co-
seno para el lado a:

a’ =b’>+ c® — 2bc cos 90° = b” + ¢ (teorema de Pitagoras)

Resuelve los tridngulos de los siguientes casos, ayudando-
te de su construccion grafica:

a)a=>5 b=4 c=7

b) A=45° a=38 b=10

c) A=35° B=48° a=11

d) A=30° B=100° C=50°

e) A=35° B=48° c=11

a) Es un tridngulo posible dado que la suma de dos cuales-
quiera de los lados es mayor que el otro lado.

a*=b"+c*—2bccosA = A=44,42°
b’=a’+c?—2accos B = B=34,05°
c’=b>+a*—2bacosC = C=101,53°
a b
senA  senB
A+B+C=180° = C=7289°
a —
senA  senC
c) A+B+(C=180° = C=97°

b)

= B=6211°

= ¢=1081cm

a__ b = b=1156cm
senA senB '
a

= = c=1544cm
senA senC

d) Existen infinitos triangulos.
e) A+B+C=180° = C=97°

a c
= = a=6,36cm
senA sen(C
b
= b=824cm

senB senC

Resuelve los siguientes triangulos.

a) a=10cm b=7cm c=13cm
b)a=10cm b=7cm B=30°
c) a=10cm b=7cm Cc=280°
d)a=10cm B=30° C=280°

a)a>=b’+c*—2bccosA = A= 49,58°
b*=a*+c?>—2accos B = B=32,20°
c’=b*+a’—2bacosC = C=9821°
a p—
senA senB
A+B+C=180° = C=104,42°
b —
senB senC

= A=4558°

b) Primer tridngulo:

= ¢c=13,56cm

(a

senA:senB
A+B+(C=180° = C=15,58°
b
ksenB_senC

4. Trigonometria |l @

= A=13442°

Segundo tridngulo:

= ¢c=3,76cm




c) *=b"+a*—2bacosC = c=11,17cm

a c
= = A=61,84°
senA  senC
b
= B=138,16°

senB:senC
d)A+B+C=180° = A=70°
a b
senA  senB
a

= b=532cm

= = ¢c=10,48cm
senA senC

Calcula una cualquiera de las alturas de los triangulos
resueltos en el ejercicio anterior y utilizala después para
calcular su drea.

Para resolver este ejercicio hemos calculado la altura corres-
pondiente al vértice A en todos los casos.

h )
a) sen B= o= h=6,93 = Area=34,65cm’

b) Primer triangulo: h=6,78 cm = Area=33,9 cm’
Segundo tridangulo: h=1,88cm = Area=9,4 cm’

c) h=6,89cm = Area=34,45cm’

d) h=524cm = Area=26,2cm’

Calcula el area de cada uno de los triangulos siguientes, sa-

biendo:

a)b=30cm, A=50°yB =74°

b)a=41cm, C=45°%yB=75°

c) a=18cm,b=15cm,C = 19°42'

d)a=6cm,b=12cm,A=17°30'

e)a=33cm,b=24cm,c=20cm

30 - sen 56°
ac=————
sen 74°
p b 30 - sen 56°
Area=—-c-senA=15-—————-sen50° =
2 sen 74°
= 297,30 cm’
41 - sen 45°
b)c=———
sen 60°
3 a 41 41 -sen 45°
Area=—-c-senB=—+-————-sen75° =
2 2 sen 60°
= 662,88 cm’

_a

o 18
c) Area = 5 ~b'senC=7~15-sen 19°42' = 45,71 cm?

d) Hay dos posibles triangulos:
I B=36°58"15,83"C=125°31"44,17",c = 16,238 cm

b-a-senC

Area = =29,30 cm?

I B=143°1"44,17"C = 19°28'15,83" c = 6,651 cm
b-a-senC

Area = =12cm?
i a-b-senC
e) Area = ————
2 2 2
a +b°—c¢
cosC=————
2ab

sen C = \/1 — cos’ C, por tanto:

cos C = 0,79861y sen C = 0,60185 = Area = 283,33 cm’

Uno de los angulos de un rombo mide 75°, y su diagonal
mayor, 10 cm. Calcula su perimetro.

10°=/P+ /-2 cos 105° = [=6,3 cm
perimetro = 25,2 cm

@ Trigonometria y nOmeros complejos

El angulo entre los dos lados iguales de un triangulo isés-
celes es de 40° y el lado desigual tiene una longitud de
40 cm. ;Cual es la longitud de cada uno de los lados iguales
del triangulo?
Los angulos iguales del tridngulo miden 70° cada uno. Apli-
cando el teorema del seno, se obtiene lo siguiente:

_ 40 -sen70°

= 58,48 cm
sen 40°

El angulo agudo de un rombo mide 25°. El lado mide
13 cm. Calcula el &rea del rombo.

Aplicando el teorema del coseno, D = 2 - 13 — 2 - 13% cos 155°
yd® =2-13*— 2-13%cos 25° siendo Dy d las dos diagonales
del rombo.

Sacando factor comun, se obtiene D = \/5 - 13V 1 —cos 155°y

d=V2-13V1 - cos 25°.

d .
Podemos calcular el area: A = > =7142cm’

Los lados de un tridngulo miden 8 cm, 11 cm y 13 cm,
respectivamente. Calcula el valor del seno del angulo mas
pequeno.

El dngulo méas pequerio es el opuesto al lado de longitud 8 cm.
Aplicando el teorema del coseno, se obtiene lo siguiente:

117 +13* -8
2-11-13
Teniendo en cuenta que sen o = /1 — cos® o, o utilizando la

calculadora:

8 =11"+13-2-11-13-Ccosa = cosa =

sena = 0,61
Los tres lados de un tridangulo miden 6 cm, 8 cmy 9 cm.
Calcula sus angulos y su area.

Aplicando el teorema del coseno se pueden obtener los an-
gulos:
o = 40,80% B = 60,61%y = 78,59°
9 - 8- sen 40,80°

A= — 5 = 23,52 cm’

Una arafna ha tejido una tela octogonal de 7 cm de radio.
Calcula el area que abarca la tela de arana.
Lado tela de arafa = 5,36 cm
Perimetro tela de arafia = 42,88 cm
Apotema tela de arafa = 6,47 cm
Area tela de arafa = 138,72 cm’
Calcula el radio de las circunferencias inscrita y circunscrita
de un pentagono regular de 5 dm de lado.
R. 5
sen 54° N sen 72°

= R.=4,25dm

tg36° = 2R_5 = R;=3,44dm
En un tridngulo ABC, conocemos los angulos, A = 34,5°,
B =78°yla suma de los lados, a + b = 43 cm. Calcula cuan-
to miden los lados a y b.
43-b b
sen 34,5° sen 78°

= b=2724cm,a = 15,76 cm

En un tridngulo ABC, conocemos los lados a = 15 cm,
b =11 cmy la suma de dos de sus angulos A + B = 104°.
Calcula cuéanto miden los angulos Ay B.

El angulo C mide 76°. Aplicando el teorema del coseno pode-
mos hallar ¢ = 16,315. Luego se calcula Ay B:

15 - sen 76°

senA = = A =63°8'23,36"y B =40°51'36,64"



M En un tridngulo ABC dados A — B = 16°, a = 23 cm y

b = 19 cm. Calcula los angulos del triangulo.
Sabemos que A = 16° + B. Por el teorema del seno:
23 19

sen (16° + B) " senB
=23 -senB =19 (sen 16° - cos B + sen B - cos 16°)
=senB (23 —19 - cos 16°) = 19 sen 16° cos B

19 - sen 16°
23— 19 cos 16°
Por tanto: A = 16° + B = 63°52'34,69"y
C=180°—A—B=68°1450,62"

=tgB= = B =47°52'34,69"

Los angulos de la base de un c
triangulo valen 35° y 95° y la
suma de los otros dos lados es
38 cm. Calcula el perimetro y el a
area del triangulo.

95°¢
35°
A C B

a b - 9 _ 38—a
sen 35° sen 95° sen 35° sen 95°
=a=1388cm = b=24,12cm
C=50°

a c

=——— = ¢c=1854cm
sen 35° sen50°

Perimetro = 56,54 cm
sen 35°=h/c = h=10,63 cm = Area = 128,25 cm?

Demuestra que en todo tridngulo ABC, se cumple el teorema
de la tangente, también conocido como teorema de Nepper:

¢ A—-B
a—b 9 2
a+b a4

tgiz

(Indicacion: debes usar el teorema del seno para escribir la
relaciéon entreay b)

sen A o
Por el teorema del seno: a = —— - b. Sustituimos:
se

nB
sen A _
sen B _senA—senB
A sen A+ sen B
SN b+ b
sen B
A+B A—B A—B
2 cos sen tg
B 2 2 2
A+B A—B A+B
2 sen cos tg
2 2 2

Queda entonces demostrado.

En los lados de un triangulo ABC se cumplequeb —a=1y

B
¢ — b =1,y se tiene que cos A = 0,6. Calcula qg, tg (—2—> y
sen 2C.
Losladossona, b=a+ 1yc=a+ 2.
Planteamos el teorema del coseno y obtenemos esta ecua-

cién una vez simplificada: a> — 12a — 13 =0=a = 13.
Para calcular B con el teorema del coseno obtenemos:

B
cosB=051=1tg <3> =0,57

Para calcular C aplicamos el teorema del coseno y se obtiene:
cosC=0,38=C=67,38"ysen2C=0,71

De un tridangulo se conocen los lados b = 2,5cmyc = 3,5cm
y se sabe que el angulo B es la mitad del angulo C. Calcula a
y los angulos A, By C.

Si C=2B, a partir del teorema del seno se obtiene que
cos B=0,7. Luego:

B=45°34'22,79",C=91°8'45,57"y A=43°16'51,64"
Aplicando el teorema del seno se obtiene: a = 2,49 cm

En un circulo de 10 cm de radio, dibujamos una cuerda que
une los extremos de un arco que abarca un angulo de 80°.
Averigua la longitud de la cuerda que se estudia.
10  x
sen50°  sen 80°

= x=1286m

Halla el angulo que forman las dos tangentes comunes a
dos circunferencias exteriores cuyos radios miden, respec-
tivamente, 10cm y 18 cm.

18
sen =
X+ 38
10
Por otra parte: sen a =
x+10

. . x=25cm

Resolviendo el sistema obtenemos:
a=16,6°

Por tanto, el angulo que forman las dos tangentes es: 2« = 33,2°.

Un triangulo de lados 3 cm, 4 cm y 6 cm, estd inscrito en

una circunferencia.

a) Calcula su perimetro.

b) Averigua su area.

En primer lugar, calculamos uno de sus dngulos. Seaa = 3 cm,

b=4cmyc=6cm

P+ —a  16+36-9
2bc 48

Por el teorema del seno, si r es el radio de la circunferencia
circunscrita al triangulo:

COsA = = A = 26°23'3,59"

=2r=r=3,375cm
sen A

Por lo que el perimetro y el drea de la circunferencia son, res-
pectivamente: P =21,21 cmy A = 35,79 cm®.

En una circunferencia de radio 10 cm, hay inscrito un trian-
gulo isésceles cuyo lado desigual mide 10 cm también.
Calcula el area de dicho triangulo.

Sea a = 10 cm. Por el teorema del seno, si r es el radio de la cir-

L . L. a
cunferencia circunscrita al tridngulo, i 2r=A=30°
sen

Los dngulos iguales medirdn 75° cada uno. Uno de los lados
iguales, b, medira:
b =20-sen75°
El area del tridngulo es:
b-h a-b-sen75° 10 - 20 - sen 75° - sen 75°
T2 2 N 2
=A=933cm’

A

4. Trigonometria |l @



B Determina el 4rea de un tridngulo que esta inscrito en una
circunferencia de radio 3 cm, sabiendo que dos de los lados
del triangulo miden 2 cm y 4 cm, respectivamente.

p— b p—
senA senB
siendo r el radio de la circunferencia circunscrita al tridangulo,
tenemos lo siguiente:sen A = 1/3y sen B = 2/3
A=19°28"16,39"0A = 160°31'43,6"y B = 41°48'37,13"0
B =138°11'228"

Hay pues, dos triangulos posibles:

Supongamos a = 2cmy b = 4 cm. Como:

I

Tridngulo 1:
A=19°28"16,39" B=41°48"37,13"y C = 118°43'6,48"
Tridngulo 2:
A=19°28"16,39" B=138°11'22,8"y C = 22° 20'20,84"

b-h (a-b-sen
Como es drea de un tridngulo es A = N %, s

tituyendo se tiene:

us-

y 2-4-senC )
i Tridngulo 1: A :f:&ﬂ cm

., 2-4-senC 5
I Tridangulo 2: A = — =1,52cm

Hl Calcula el area del triangulo ABC representado en la si-
guiente figura si sabes que AB = 25 cm:

C
30° 40°
A B
25 - sen 30°
Por el teorema del seno: (B = ————
sen 110°
A 25-(CBsen40°  25-(25-sen 30°/sen 110) - sen 40°
= 5 = 5 =

= 106,88 cm’

Hl sabiendo que la longitud de las manecillas de un reloj de
pared miden 10 y 12 centimetros, respectivamente.

a) ;Cual es la distancia entre sus extremos cuando son las
16:00?

b) ;Qué area tiene el triangulo que determinan las maneci-
llas a esta hora?

a) Por el teorema del coseno, la distancia entre sus extremos
es 19,08 cm aproximadamente. El angulo que forman las
manecillas es de 120°.

b) A= 12-10 2sen 120° 51,96 cm?

B Elérea de un tridangulo de vértices A, By C, tiene una super-
ficie de 50 m>. El angulo A de este triangulo es de 45° y el
angulo B es de 30°. Sea D el pie de la altura desde el vértice
C, es decir, el punto del segmento AB en que se cumple que
CD es perpendicular a AB. Calcula la longitud de los seg-
mentos CD, AD, BD, AB, BCy AC.

C

@ Trigonometria y nOmeros complejos

A partir de este sistema se pueden calcular las longitudes so-

licitadas:
AB-CD
==
AB (B  AC

sen 105°  sen45°  sen 30°

= CD = AD = 6,05 m; BD = 10,48 m; AB = 16,53 m;
BC=12,10 m; AC = 8,56 m.

50

De un tridngulo conocemos que a + b = 11 m; el angulo
C = 30°%y el area es 7 m”. Calcula:

a) La longitud de cada uno de los lados del triangulo.
b) Los angulos del triangulo.
a) Planteamos el siguiente sistema:
at+b=11
a-b-sen30°
B —
Es decir, los lados miden 4 m y 7 m, respectivamente.

7 =>b=7b=4=a=4a=7

b) Por el teorema del seno, los angulos miden 29,49° y
120,51°, respectivamente.

Calcula el érea de un tridangulo isésceles inscrito en una cir-
cunferencia de 30 cm de radio, y cuyo lado desigual mide
20 cm.

r=30cm

Para resolver este problema conviene consultar el apartado
Aplicacion de los teoremas del seno y del coseno de la sec-
cién Ejercicios resueltos.

Para calcular el angulo desigual del tridngulo isésceles, se cal-
cula el dangulo que abarca un arco igual y uno de cuyos lados
es un didmetro.

20
sena = 0 = a;=19,47° a, =160,53°

Hay dos tridngulos isdsceles inscritos.
Los elementos de uno son:

e El dngulo que forman los lados iguales es, aproximadamen-
te, 19,47°.

* Lalongitud de los lados iguales:
10
sen 9,735°=— = x=59,14 cm
X
* La altura:
h .
cos 9,735°=— = h=58,29 cm, y por tanto, el drea es
X

582,9 cm?, aproximadamente.
Los elementos del otro tridngulo son:

 El dangulo que forman los dngulos iguales es, aproximada-
mente, 160,53°.

* La longitud de los lados iguales:
10
sen 80,265° = o = x=10,15cm
* La altura:

h
cos 80,265°=— = h=1,72 cm, y por tanto, el area es
17,2 cm?.



B Sobre una circunferencia de radio 1 m y centro en el punto

O, consideramos los cinco vértices A, B, C, Dy E de un penta-
gono regular. Calcula:

a) El angulo que forma el radio que acaba en el vértice A
con el lado AB y el angulo que forman en el vértice A los
dos lados que lo tienen como extremo.

b) La longitud de cada uno de los lados del pentagono.
¢) Lalongitud de cualquiera de las diagonales.
d) El drea del triangulo EAB.

a) Como es un pentdgono, el angulo interno del arco AB es
360°/5 = 72°. Por tanto, como el tridngulo ABO es isdsce-
les, el dngulo que forman el radio y el lado AB es:

180° — 72°
— =
Y el angulo que forman AE y AB es el doble, es decir, 108°.

54°

b) Por el teorema del coseno: [ = \/2 —2¢0s72°=1,176 m

¢) El angulo central que abarca un lado mide 72°, por tanto
el que abarca dos lados del pentdgono 144°. Por el teore-
ma del coseno:d = V2 — 2 cos 144° = 1,902 m
EB - AB - sen 36°

d) A= — 5 =0,657 m?

El lado mas largo de un paralelogramo mide 20 cm, su area
es de 120 cm’ y su angulo menor, 30°. Determina:

a) El angulo mayor del paralelogramo.

b) La longitud del lado menor.

a) Los cuatro angulos de un cuadrildtero suman 360°. Por
tanto, el &ngulo mayor es 150°.

b) El areaes A = b - h. Tomando como base el lado conocido:
120=20-c-sen30°=c=12cm.

Aplicaciones de la trigonometria

En un cierto lugar de su recorrido un rio tiene sus orillas pa-

ralelas. En ese punto se desea medir su anchura. Para ello
desde dos puntos Ay B de una de sus orillas, que estan se-
parados 25 m, se observa un punto P de la otra orilla, situa-
do rio abajo. Si las visuales desde Ay B a P forman con la
orilla unos angulos de 39° 25’ y 52° 48’ respectivamente,
averigua la anchura del rio en ese punto.

Realizamos un dibujo para entender mejor el problema:

Como AB = 25 m, al aplicar el teorema del seno:
25 _ AP

sen 13°23'  sen 127°12'
Luego obtenemos APy como x = AP - sen 39° 25'= x = 54,63 m

Hi sSi el extremo superior de una estatua es observado desde

un punto situado a ras del suelo y a cierta distancia, con un
angulo de elevacion de 35°, ;cual sera el angulo de eleva-
cion desde el triple de distancia?

h
tg35°:;:>h:xtg35°

(<]

tg 35

h
tga=—=tga= Sa=1314°
ga ix ga o

El angulo de elevacién es de 13,14°.

Una rampa de 40 m de longitud y 10° de inclinacién condu-
ce al pie de una estatua. Calcula su altura sabiendo que, en
el inicio de la rampa, el angulo de elevacién del punto mas
alto de la estatua es de 15°.

40 m h
= =h=1142m
sen 65° sen 15°

La altura de la estatua es de 11,42 m.

Una embarcacion, A, se encuen- AN

tra a 45 km al sureste de otro bar- B

co B, y una tercera embarcacion, \

C, se halla a 57 km al sur de B. 45 ‘3‘6))

a) ;Qué distancia separa a los
barcos Ay C? 57 km

b) ;Qué rumbo deberia tomar
el barco C para arribar al pun-
to donde esta situado A?

a) AC=57*+45>—2-57-45- cos 45°
= AC= 40,58 km
AC 45

b) —= =
) sen 45° senC

= C=51,64°

El barco C deberia tomar un rumbo 51,64° Noreste.

Un golfista golpea la pelota de modo que su lanzamiento
alcanza una longitud de 129 m. Si la distancia del golfista al
hoyo es de 150 my la pelota queda a una distancia de 40 m
del hoyo, calcula el angulo que forma la linea de unién del
golfista con el hoyo y la direccién del lanzamiento.

Aplicando el teorema del coseno:
40> =129+ 150° — 2+ 129 150 - cos a

El dngulo que forma la direccion del tiro y la visual entre el
golfista y el hoyo es a = 14,06°.

Dos observadores que se hallan en la costa a 1000 m de
distancia el uno del otro contemplan una plataforma pe-
trolifera situada mar adentro. Ambos dirigen sus respecti-
vas visuales a la plataforma y miden el angulo que forman
estas con la linea imaginaria que los une. Si estos angulos
valen 63°y 83°, ;cual es la distancia que separa la platafor-
ma de la costa?
X 1000

= = x=177496m
sen 83° sen 34°

h
sen63°=—————— = h=15815m
1774,96

La distancia de la plataforma a tierra es de 1581,5 m, aproxi-
madamente.

4. Trigonometria |l m



@ Los puentes levadizos de la figura tienen la misma longi-

tud. Cuando estan elevados 33°, ;qué distancia separa los
puntos Xe Y?

33° | 33°
18m

cos33°=X/9 = X=7,55m
La distancia entre X e Y es 2,90 m.

18 = 15,10 =2,90 m

Averigua el angulo que forman dos fuerzas de 52 Ny 31 N,
cuya resultante es de 70 N.

Aplicando el teorema del coseno:

70 =317+ 52" —2-31-52cos a
=a=112°31"25"

A partir de la figura y teniendo en cuen-
ta este resultado, se obtiene que el an-
gulo que forman las dos fuerzas es su
suplementario, 67° 28'35".

Alejandro quiere colgar una lampara a una determinada
distancia del techo de su habitacion. Para ello, coge un
cable, fija la ldmpara y lo clava por sus extremos en dos
puntos del techo que estan separados 140 cm. Alejandro
escoge estos puntos de modo que los angulos entre el ca-
bley el techo son de 40° y 60° en cada uno de los puntos de
fijacion.

a) ;Cual es la longitud del cable?

b) ;A qué distancia del techo quedara la lampara?

a) 140 cm

Aplicando el teorema del seno:

140
atb=
sen 80°

La longitud del cable serd, por tanto, 214,49 cm

(sen 60° + sen 40°) = 214,49

b) Laldmpara estardad = sen 60° - sen 40° =

sen 80°
= 79,14 cm del techo.

Hay que realizar un mapa de una cierta zona montafosa y A,

By Cson las cimas de tres montaiias de la misma altura. Las

cimas Ay B estan bien determinadas y representadas en el

mapa, mientras que la situacion de C esta por determinar.

Subimos a lo alto de la cima A y medimos el angulo entre la

linea ABy la linea AC, que resulta de 68°. Subimos a By el

angulo entre las lineas BCy BA es de 35°. En el mapa la dis-

tancia entre Ay Bes de 3 cm.

a) Haz un diagrama de la situacién, anotando el angulo
que forman en C las lineas CA y CB.

b) Halla, sobre el mapa, la distancia entre Ay Cy la distan-
ciaentreByC.

¢) Sila escala del mapa es 1: 50 000, calcula la distancia en-
tre las cimas de las tres montanas.

a)

@ Trigonometria y nOmeros complejos

b) Aplicando el teorema del seno, se obtiene:

g 3 (A
sen 35° sen 68°

sen 77°
=AC=1,77cmy BC = 2,85cm

c) Puesto que 1 cm del mapa son 500 m en la realidad,
AC =883 myBC=1427,36 m.

En el momento de marcar el ultimo gol de Alemania en la
final de la Eurocopa de Inglaterra, Bierhoff estaba situado a
5 metros de uno de los palos y a 8 metros del otro, y veia la
porteria bajo un angulo de 60°. Calcula la distancia del ju-
gador a la linea de gol.

B a C
d
5m 8m
60°
A

c=5myb=8men el dibujo

Aplicando el teorema del coseno:
a=b"+c—2bc-cosA
=a"=5+8-2:5-8-c0s60°=49=a=7

La anchura de la porteria es, por tanto, 7 m.

Entonces: = b = ! __8
"senA senB  sen60° senB
8-sen 60°

=senB=—"—

7
d 8- sen 60°
senB:§:>d:5-senB:5-7:4,95

La distancia del jugador a la porteria es de 4,95 m.

Para medir la altura de una nube se han hecho dos obser-
vaciones simultaneas desde los puntos A y B, ambos situa-
dos al nivel del mar y que distan entre si 1 km. La inclina-
cion de la visual desde A a la nube, respecto de la hori-
zontal, es de 47°. Los angulos que forman las visuales des-
de Ay desde B con la recta AB son, respectivamente, 38°y
53°, tal como se indica en la figura. Averigua la altura a la
que se encuentra situada dicha nube con respecto del nivel
del mar.

Nube

Sea C el 4ngulo el 4ngulo que forma la nube con Ay B.
C=180° — (38° + 53°) = 89°
Con este dato podemos calcular el lado b:
c b c-senB  1000-sen 53°
sen C - sen B N - sen 89°
Con este valor podemos calcular la altura de la nube, h:

h 1000 - sen 53°
sen47°=—=h=b-sen47°= ————
b sen 89°

=584,17m

sen C

-sen 47° =



69)

Evaluacion (pagina 121)

1.

8
2, Sicotga = 15 determina el valor de las siguientes expresiones: a)

Dos amigos estan cada uno de ellos en la terraza de su casa
y observan un barco. Quieren determinar a qué distancia se
encuentra, y para ello disponen cada uno de un teodolito.
Llamemos A y B a los puntos en que se encuentran sus res-
pectivos teodolitos.

Desde el punto A miden una distancia de 10 m a un punto
C, AC = 10 m, de manera que el tridangulo ACB es rectangu-
lo en A.

Desde el punto B resulta que el angulo B de este triangulo
es de 5,6°.

a) ;Qué distancia hay entre los dos amigos?

b) Calcula a qué distancia esta el barco de cada uno de
ellos si la recta que une A con el barco forma con la recta
AB un angulo de 75,5°.Y si la recta que une B con el bar-
co forma con la recta AB un angulo de 81,6°.

c) ;(Podemos saber, sin hacer calculos, quién esta mas cer-
ca del barco? ;Por qué?

/ a) Ladistanciaentre Ay Bes:

AB

= =101,99 m
tg 5,6°

b) A partir de la figura y, simple-

mente aplicando el teorema del
seno, se obtiene:

259,28 m y 253,75 m, distancia
del barco a Ay a B, respectiva-
mente.

¢) Estd mas cerca de B porque el
angulo A es mas pequeio.

El circo ha llegado a una ciudad y hay que instalarlo. El es-
pecialista que lo monta no ha llegado y los operarios no sa-
ben cuanto cable necesitan. Hay uno que recuerda que,
una vez tensado el cable desde el extremo del palo princi-
pal hasta un punto determinado del suelo, con el cual for-
ma un angulo de 60° hacen falta 2 m mas de cable
que si forma con el suelo un angulo de 70°. En total han
de colocar 6 cables tensados formando con el suelo un
angulo de 60° cada uno de ellos. ;Cuantos metros de cable
necesitan?

Por el teorema del seno:
X  xt+2
sen60°  sen 110°
En total, necesitan:
6 - (23,512 + 2) = 153,07 m de cable

=x=23512m

Dos vias de ferrocarril se cortan formando un angulo cuyo

valor es de 20° 16" Del cruce salen al mismo tiempo dos lo-
comotoras, una por cada via. Una de las locomotoras va a
una velocidad de 100 km/h. ;A qué velocidad debe circular
la otra para que a las 3 horas estén separadas una distancia
de 150 km?

150 km

20° 16’

0 300 km

Planteamos el teorema del seno:

150 300 N x=A=43.851°
sen20°16’  senx x=B=136,149°

C=115,883°

C=23,584°
Hay dos soluciones a la situacion:

150 - sen 115,883°
d=———"——=389599 km

sen 20° 16’

= 129,87 km/h aproximadamente
_ 150 - sen 23,584°
a sen 20° 16

= 57,75 km/h aproximadamente

= 173,255 km

Demuestra la identidad: tg (45° + o) — tg (45° — @) = 2tg2x

tg 45° + t tg45°—t 1+t 1T—t
tg (45° + ) — tg (45° — o) = —2 9« __ 19 ga _1+tga 1-tga
1—tg45°-tga 1+tg45°'tga 1—-tga 1+tga
1+t a+2tga—1—tg> o+ 2t 2t
_ g at2tga ! gatga 9‘;‘ ~2-tg2a
1—tg° 1—t9°
1 1
—Ssenoa ——_—Ccos &

b) sec2a +tg2a
— (seca +tg @)

17
1 1 1T 15 1 1
—sena — —Cosa _—_ = —
3 2 3 17 21 17 1
a) = =_=Z
1 1 (17 15 4
—f(seca +tga) —(—+— —_
17 d 17 {8 8 17
1 1+ 2sen « cos —23
b) sec2a+tg2a=—7F——5—+sen22a-sec2a= o
Ccos” o —sen” a 64 225 7
289 289

4. Trigonometria |l @



3.

Demuestra que cuando o + 3 +y = 180°se verificaque:tga +tgB +tgy=tga-tgB-tgy
tg 180° —tg(a+B)
1+tg180-tga-tgp
tga+tgp  tga+tgB—tg’a-tgP—tga-tg’B-tga—tgp

tga+tgB+tgy=tga-+tgp +1tg[180°— (o + B)l=tga +1tg B +

=tga+t —
9 9p 1—tgoa-tgp 1—tga-tgp
tga-tgp—I2 9P tgo-tgB-tg(180°—v) =tg a-tg -t
= tqa- _ 27 FP _ _iga- . ) =tga- .
9 9 1—tga-tg B 9 gp-ig Y =19 gp-gvy
. . . . 1 1 2-(1+cos2a)
Si en un tridngulo rectangulo la hipotenusa vale + y uno de los catetos vale
coseca —cotg  cosec o + cotg & sen 2«
calcula el valor del otro cateto.
1 1 cosec o + cotg o cosec o — cotg o
+ = 5 >—+ 5 5— = 2cosec a
coseca —cotga  coseca+cotga  cosec a—cotg o  cosec” a — cotg”
2-(1+cos2a)  4cos’2a  2cosa
sen 2o 2senacosa senao
4c0s” o 4 —4cos’
Por el teorema de Pitdgoras se tiene que: 4cosec’ o = x° + 5 X=,|—F 5= Va=2
sen” a sen” o

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas. a) cos a =sen 2a b) cos 2« +3sen a =2

a) cosa=sen2a = Cosa=2sen a Cos a = 2sen a cos & — cosa =0 = cos a(2sena — 1) =0

c05a=0:>a=%+ﬂrrk,kEZ

1
sena=5:>a=%+2ﬂrrk,kEZ

1 5
sena=5:o¢=?ﬂ+2wk,kel

b) cos2a+3sena=2=cos’a—sen*a+3sena—2=0= —2sena+3sena—1=0
[ ™ 1 51
Sena=+1:>(x=?+2’rrk,kEZ sena=—:>o¢=g+2’rrk,k€Z Sen(x=E:>0L=?+2'rrk,kEZ

sena+senf3 =
Resuelve el siguiente sistema:

(ST w1

coso+cosf3 =

2
2sen «tP cos «— B :i
2 2 2
=
+ - V3
2cos<a B>c05<a B) = 3
- . l atp
Dividiendo la primera ecuacién entre la segunda, resulta: tg| ——— | = \/5
+ + + + 1 - V3
Como 1+ tg’ OB e AR Lo AR ) — V1 VB = 225 cos[ AR = el L cos[ 2T B} 2 23
2 2 2 2 2 2
a—B ( V3 )
+

ot 1
En consecuencia: — = arcos i; y— = arcos

sena+ sen 3=

N‘<| N w
w

cosatcosPB=

+ — _ o o _ o o I o o
Dedonde:a——Bz r60°+180°kya——8= 30° 4 180° k = |+ B = £120°+360° k e +90° + 360° k; £30° + 360° k
2 2 a—B= *£60°+360°k B = *£30°+ 360° k; =90° + 360° k
Resuelve el tridangulo cuyos lados b y ¢ miden 10 cm y 7 cm respectivamente, y cuyo angulo A mide 60°.
@=b"+—2-b-ccos60°=a"=100+49—70=a=8,89cm

10 sen 60° 7-sen 60°
senB=— %0 B 76°50'4592"  senC=——"Y _ C=43°0'14,08"

V79 V79

Desde la torre de un pueblo A, y bajo un dngulo de 60°, se ven las torres de dos pueblos By C, distantes de A 20 km y 12 km res-
pectivamente. Calcula la distancia que hay entre las torres de los pueblos By C.

A=b*+—2-b-ccosA =20*+122—2-20-12-cos 60° = 304 = a = \/304 = 17,44
La distancia entre las dos torres es 17,44 m

m Trigonometria y nOmeros complejos




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Apple RGB)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (None)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 100
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 100
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 100
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K 0
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /ESP (Digital Version - jose.dominguez@oup.es)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName <FFFE5B0041006C007400610020007200650073006F006C00750063006900F3006E005D00>
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


