ALGEBRA
DE MATRICES
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= Ayudandote de la tabla...
De la tabla podemos deducir muchas cosas:
— Al consejero A no le gusta ninguno de sus colegas como presidente.
— B solo tiene un candidato (el C).
— Dos consejeros (C y E) estan de acuerdo en los mismos candidatos (B, C y D).
— El consejero F no opta por ninguno de sus compafieros.

— Al candidato E no le prefiere ninguno de los otros consejeros. De hecho, es el Unico que no se
considera idoneo para el cargo.

— Los candidatos B y D han obtenido los mismos resultados.

— Solo Ay C se consideran idoneos para el puesto de presidente.

Segun los resultados, el candidato C es el mas idéneo para presidir la empresa (por lo menos eso
piensan sus compafieros del consejo).
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= Aqui tienes representados, mediante flechas, los vuelos que hay el martes des-
de el pais B hasta el pais C. Representa, mediante una tabla, la informacion
recogida en el diagrama.

c, | C,
B, | 3| 2
B, | 1] 0
By | 1| 0
B, | 0| 2
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m Una persona quiere salir el lunes de A, pasar la noche en B y llegar el martes

a C.
S~

\‘

En total tenemos 5 posibles formas de irde A; a C,.

Continuda td, rellenando razonadamente el resto de la tabla y explicando, en
cada caso, como llegas a la respuesta.

C | G
1| 5 2
A, | 2 2
A; | O 2
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1. Escribe las matrices traspuestas de:
31 135-1
A= 25) B:(iig) c=(024 1)
7 6 6 10 3
;‘1‘ é 17 4
D=017 E=({7-10 F=(5461)
4 0 3
6 3 2
1 06
2 4
327 321
t= t — t —
A(156) B(?é) =15 40
-11 3
72 0 6 1 7 4 2
D=4 1 1 3 Et=(7 -1 0 Ft:6
107 2 4 0 3 1

2. Escribe una matriz X tal que X'=X.

10 4
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1 2 -1
Por ejemplo, X=(2 3 0 [.



3. Escribe una matriz que describa lo siguiente:

[] ==d@)
D<t©

= O
[]
B
[] O

21 000

01020

00110

0 00 0O

0 0012

0 0010
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1. Sean las matrices:

102 g (Lo

7 l—l)
4 1 -3 -4 1 3

(-3 15
8 -10 0 D‘( )

Az( 6 2 4

c:(
Calcula E=2A-3B+C-2D.
E_(z 0—4) (—3 0 3) (7 1 —1) (—6 2 10)_(18 -1 —18)
{8 2 -6/ \-12 3 9 8 -10 0/ \12 4 8) \16 -15 -23
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2. Efectla todos los posibles productos entre las siguientes matrices:

70 2 7 1 5 1 -1 1
A:(123) g=|-1 1 c=l6 3 0 ol p=lo 5 2
2 5 1 0 1 251 0 2 3 -3
3 4
7 14 21
(8 2 4 5\ (7 18 -4\ L83 =2
A'(:‘(24-4 -1 -10)' A'D‘(o 30 5)' B-A=l, 5 1
-5 26 13
22 28 6 -1 2 5 3 3 -4
c.B={39 3| D.c={26 5 2 ol D-D=|4 31 4
9 -4 28 38 -1 10 4 4 17
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3. Intenta conseguir una matriz 1, de dimension 3 x 3 que, multiplicada por
cualquier otra matriz A(3 x 3), la deje igual.
Esdecir: A-l;=1;-A=A
La matriz I, se llama matriz unidad de orden 3. Cuando la tengas, sabras obte-
ner una matriz unidad de cualquier orden.

100
010

0 01

I; =
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1. Comprueba las propiedades 2, 3 y 4 anteriores, referentes al producto de nu-
meros por matrices, tomando: a=3, b=6

SEEIEY

2 3 0 4 6 8
0
_[27 45 -9 0
2)9A‘(18 27 0) 0
(9 15 -3\ (18 30 -6\ (27 45 -9\
3A+6A‘(6 9 0)+(12 _18 0)_(18 27 o)ﬂ
9A = 3A + 6A
103 0) (309 0 H
3)3(A+B):3(6 3 8):(18 9 24) 0
(9 15 -3) (21 -6 3) (30 9 0o\l
3A+SB_(6 -9 0)+(12 18 24)‘(18 9 24)%

3(A+B)=3A+3B

4)1-A:(3 5 _1):A

2 -3 0
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2. Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:
1
1 4
_ [-156 7 (4160 |2
A=19 5) B‘(s 09-2) C‘(0-155) D=5
16
3
15 2 68 19 O
A-(B+C):A.(g 7 ;):(15 5 70 15) .
- 21 0 9% 25 0
0

11 5 42 -1 4 -3 26 20 1526819%
A-B+A.-C=|150 45 -10|+[0 -5 25 25|=(15 -5 70 15|
17 5 60 -5 4 -5 36 30 21 0 9 25/ O
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A-(B+C)=A-B+A-C

36 127 —24\U

. = . = D
B+C)-D (3 -1 14 3) D (—60)%
0\ (-24\_[-24\ O
B'DJ'C'D‘(—48 * —12)‘(—60) 0

B+C)-b=B-D+C-D
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1. Calcula, utilizando el método de Gauss, la inversa de cada una de las siguientes
matrices o averigua que no la tiene:

11 12 1 2
a)(0 1) b)(s 4) 2 (—2 —4)
al)(:L 1|1 0) 18 -2 (1 011 _1) La inversa es (1 _1)
01|01 — 1 0101/ " 1
b)(l 21 o) 1 (1 2 |1 o) 124 22 (1 0|-2 1)
3 4,0 1] 7 2-3.12 0-2|-31) ~ =2 0231/~
15 (1 0)-2 1 ) La inversa es (_2 1 )
7221 011372 -12] ~ 3/2 -1/2
C) ( t 21 O) v (1 2 |1 O) No tiene inversa
2 -4 | 01) 7 ®+2.12 00 21 -

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices o averigua que no la

tiene:
123 123 113
a)[{4 56 b)|]0o 1 2 o121
7 89 124 200
1 2 3 100 12 12 3 1 00
a)|4 5 6 0 1 0] - 22-4-12 036 |-410] -
7 8 9 0 01 3¢-7.12 0-6-12| -7 01
12 12 3 100
- 28 0-3-6|-41 0] - Notiene inversa
3¢-2.2¢ 00 O 121
1 2 3 100 12 12 3 1 00
b)[0O 1 2 01 0] - 2 01 2 0 10] -
1 2 4 0 01 3812 00 1 -101
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12-3.382 12 0 4 0 -3 182 .28 100 0 -21
-~ 28-2.3 01 O 2 12| - 28 01 0 2 1 =2
32 00 1 |-101 32 00 1 -10 1
0 -2 1
Lainversaes | 2 1 -2
-1 0 1
11 3 1 00 3:2 10 0 0 0 1/2
0|1 2 1 0 1 0] > 2 12 1 01 0 |-
2 00 0 01 12 11 3 1 0 O
18 100 00 1/2 12 10000 1/2
- 2818 021 01 -1/2 | - 2t 021, 01-12]|-~
3e-12 013 10 -1/2 23828 005 | 2-1-1/2

-2 6 -2

0 o 1/2
2/5 -1/5 -1/10

0 0 12 0 0 172 )
2/5 -1/5 -1/10 2/5 -1/5 -1/10

-1/5 3/5 —1/5) - Lainversa es (—1/5 3/5 -1/5
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(2 1) [xy)_(5 1
3. Calcula x,y, z,t para que se cumpla: (o 1)'(2 t)_(O 2)
I N N
0 1)\z t]7\ z t J \0 2
0O _ 50
2x -z =50 X=>0
0 SD
—t= g :—D
2y-t=1g5 y=3q
z=0 g z=0(
=2 d t=2 O
0 O

. [x y)\_[52 3/2)
Solucion: (z t)_(o 9

4. Para las matrices: A:(; (7)) B:(_j' _51), C:(;_1 2) comprueba:
a)A-(B+C)=(A-B)+(A-C)
b)(A+B)-C=(A-C)+(B:-C)
c)A-(B-C)=(A-B)-C
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(35 (3 5 0

a)A'(B+C)‘A'(5 o)‘(41 10) H
0 . + = . + .

26 3/ "\15 7) " {41 10H

(o5\ . (55 0

b)(A+B)-c-(6 6)-0_(30 6) 0

0
0 (A+B)-C=A-C+B-C

(a0, (1 5)_(5 5
A'C+B'C‘(15 7)+(15 —1)‘(30 G)E

onwana (3 2)-(3 Y

H
U
g

_(3 O _[0 6
5. Sean A—(5 _1) y B—(l _3).

Encuentra X que cumpla: 3- X-2-A=5-B

sesmenef )5 305 )

5 -15 10 -2 15 -17
_[2 10
X‘(s —17/3)
6. Encuentra dos matrices, A y B, de dimensién 2 x 2 que cumplan:
(1 4 (-1 2
nvo=l 4] ae=(22)
2A+B=(; S)E
ESumando: ?;A:(o 6) - A:(O 2)
_(_1 2) 0 30 10
A-B=11 o E
_ -12Y_ (0o 2\ [-12)_[1 0
B‘A‘(l o)‘(l O)_(l o)‘(o o)

S (0 2 (10
Solucion: A —(1 0), B—(O 0)

7. Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

(1 5 [-10

2X—3Y—(4 ) yX—Y—(3 6)
(1 5\d (1 5\ O
seea=( 3 mewe(l 3] T
10\ 0 2 o\
X—Y:(3 6) E —2X+2Y:(_6 _12)%
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) _[3 5 _[-3 -5
Sumando: —Y—(_2 _10) N Y—(2 10)

[-10) o (10| (3 -5\ [-4 -5

X‘(s 6)+Y_(3 6)+(2 10)‘(5 16)
|4 5\ _ [ -5

Solucién: X—(5 16)’ Y—(2 10)

8. Averigua cdmo ha de ser una matriz X que cumpla:

AFEFE

_(xy

X_(z t)

X'(l 1) _[x y) (1 1)_(x x+y)
01 z t 0 1) \z z+t

0

u

L .

E han de ser iguales
F

u

=z cualesquiera
1 z=of Aera

9. Efectua las siguientes operaciones con las matrices dadas:

BT g b
a)(A-B)+(A-C)
b) (A-B) C
¢)A-B-C
a)A'B+A'C:(S g)+(s7a 2)2(198 160)

b) (A—B)-C=(_53 _35)'@ _21):(_é0 _35)
onac=(2 ) 3)-(% 5]

10. Dada la matriz A = (é i) comprueba que (A-1)2=0.

(A—I)Zz(g g)(g S):(g 8)

11. Halla la inversa de las matrices:
7 3 3 -2
3) (2 1) b) (—8 5)
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a)(7 3)(x y)_(l 0) (7x+3z 7y+3t)_(1 o)
2 1/\z t/7\0 1 2x+z 2y+t] \0 1
7x+3z=10 x= 1 7y+3t:OEy:—3
2x+ z=0gz=-2 2y + t=1g t= 7
Por tanto, la inversa es (l _3).
-2 7
b)(s —2)(x y)_(l o) (3x—22 3y—2t)_(
-8 5)\z t/7\0 1 -8x +5z -8y +5t]"

3x—Zz:1E x=-5
8x+52=07z=-8

10
01

|

3y-2t=00 y=-2
By +5t=17 t=-3

. -5 -2
Por tanto, la inversa es (—8 _3).
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:
1 4 -1 1 3 -1 1 20 -3 10 2 1
A=[-1 3 2| B={2 -1 5| c=[-13 1 4|p=(0 211
2 20 1 10 -8 2 1 5 -1 1132
0 8 7 9
1 4-1 18 14 -1 18 1 4 -1
A=|-1 3 2| . 28+12 07 1] 28 0 7 1|2 ran
2 20 38-2.12 0-6 2 38-2.22 0-20 0
13 -1 12 13 -1 12 13 -1
B=(2 -1 5|, 22-2.12 0 -7 7| 22 0 -7 7|2 ran
110 -8 3218 07 -7 e+ 28 00 0
1 -2 0 -3 18 1-2 0 -3 12
C=|-1 3 1 4| o 2e+12 01 1 1| o o2
2 1 5 -1 32-2.12 05 5 5 32_5.28
1 -2 0-3
01 11] 5 ran(C)=2
00 0O
10 2 141 12 10 2 1 -1 1
D = 0 2 -1 1 2 22 02 -11 2 28
11 3 2 of 7 e 01 5 3 -1 7 23«2
0 8 7 9 4 4 08 7 9 4 an-4.2
10 2 1 -1 18 10 2 1 -1
02 -11 2 2: 02 -11 2 . ran(D)=3
0 0-11-5 4 3 0 0-11-5 4
00 11 5 —4 a3 00 0 0 0

Unidad 2. Algebra de matrices
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1. Expresa en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones:

X -2y-3z-2t=-19

X +z=10
B O2x — y= 7 y+2z+ t= 12
a) [J2x + 3y :17 b)gx—2y=1l c) 2y+3z+ t= 16
3X +4y +z =32 3x - 2y + t= 5
a) X +2=10 101 X 10
2X + 3y =17 2 3 0]-[y]=1|17
X+4y+z=321\3 4 1 z 32
(I o
A - X = C

234 ) 6
x-2y=11\1 -2 y 11

O —— ——

A - X =2¢C
€) X-2y-3z-2t=-19 1 -2 -3 =2 X -19
y+2z+ t= 12 01 2 1 y|_|[ 12
2y +3z+ t= 16 02 3 1 z 16
33X -2y + t= 5 320 1 t 5
o — —
A - X = C

2. Comprueba que las inversas de las matrices asociadas a los sistemas del ejerci-
cio anterior son las que damos a continuacion:

-1 -6 3 1
a)(3—/12 _21 —31/2) ) (2/3 _1/3) oll3125 1
1o > ar 1/3 -2/3 2|3 10 3 1

-3 6 1 1

Resuelve con ellas, matricialmente, los sistemas del ejercicio 1.

a) Comprobamos que es la inversa:

1 01 3/2 2 -3/2 1 00
2 3 0]l -1 -1 1 |=({010]=1I
3 41 -1/2 -2 3/2 0 0 1
Resolvemos el sistema:

3/2 2 -3/2 10 1
X=A1l.C=[ -1 -1 1 |-|17|=]|5
-1/2 -2 3/2 32 9
Solucién: x=1, y=5, z=9

A Al=

b) Comprobamos que es la inversa:

2 -1\ (273 -1/3\ (1 0
. _l: . = =
B-B (1 -2) (1/3 —2/3) (0 1) !
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Resolvemos el sistema:

23 -3\ [7) (1
=Bl.Cc= . =
X=B=-C (1/3 —2/3) (11) (—5)

Solucion: x=1, y=-5

¢) Comprobamos que es la inversa:

-1 6 3 1 1 -2 -3 =2 1000
c.ci=1(f8-125 1 01 2 1 010 0f_,
213 10 31 02 3 1 0 010
-3 -6 1 1 320 1 0001
Resolvemos el sistema:

-1 6 3 1 -19 0 0
—1.pnp-1[83-125 1| |12 |_1(-=2|_|-1
X=C"D=7513 10 3 1 16 2 |10 5

361 1 5 6 3

Solucion: x=0, y=-1, z=5, t=3
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR
Operaciones con matrices
. _[7 -2 _[-30 _
1 Dadas las matrices A—(3 1) Yy B—(_2 2), calcula:
a) -2A + 3B b)%A-B C) B - (-A) d)A-A—B-B
2) -23 4 b) -17/2 -2 0 21 -6 ) 43 -16 9 0|_([34 -16
-12 4 -11/2 1 8 -6 24 5] \2 4]/ \22 -9

2 Efecttia el producto (-3 2) (é _21)((1))

an(d)=a

3 a) ¢Soniguales las matrices A= (g) y B=(2 3)?

b) Halla, si es posible, las matrices AB; BA; A + B; Al - B.
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a) No, A tiene dimensién 2 x1 y B tiene dimensién 1 x 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimensién y coincidir término a término.

4 6
6 9
ma dimension.

Al-B=(2 3)-(2 3)=(0 0)

b)A.-B= ( ); B -A=(1 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-

oo (121 _[4 0 -1 .
Dadas las matrices: A_(B 0 1) Yy B—(_2 1 0) comprueba que:

a) (A+B)!=At+B!
b) (3A)t = 3At
51

oot 93]
01

13 4 -2 51
At+Bt=(-2 0|+|0 1]|=(-21
11 -10 01

39
o

13 39
-2 0|=(-60
11 3 3

Calcula 3AA!- 21, siendo A:(

(A+B)t=Al+B!

I

(3A)! = 3At
3At=3

N

3 1).

5 2
3 1)(3 5 _(2 0)_3(10 17)_(2 o)_
5 2/\1 2/ \o 2)”"\17 29/ " \o 2/~

_(30 51)_(2 o)_(zs 51)
~\51 87/ \0 2] |51 85

Dadas las matrices A = (g :é

3AAt—2I:3(

) y B= (_01 i) compruebaque (A - B)t=Bt. At,

res(G ) - wars(Y 7]

Bt.At:(—l 0)'(3 2):(_3 _2)

0
u
u
(A B)=Bt Al
2 1) \-1 3175 1)

Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:
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21 o 3=l 2 3

2|y 5)-ae=(5 1)

we=(i 8 8- 03033

b)z(éfz) 3B = (05 -41) N 38:2@ :42)_(
(1 4/3)

Matriz inversa

8 Comprueba que la matriz inversade A es AL

1 21 3 -6 -1
A=(0 1 0 Al=10 1 O

2 03 -2 4 1
A-Al=|

9 (Cual es la matriz inversa de la matriz unidad?

La matriz unidad, I.

10
0 -1 )
1/2 172

-1 0 )
172 1/4

AO=2 - Al-(
(BO=-4 - B—lz(

11
comprueba que:

a)(A+B)1zAl+B1
b) (A-B)L=B1.A1

aeer=(] 5= (0 ¢

Al+B1= (_

o

1 —1)
1 3/4

b)(A-B)1= (i 3)_1 = (10/8 —31/8)

-1 0 -1

0
0
0
0

0 _{o 18
172 1/4) \1/2 172) ~\w8 -3s8)1

Bl .Al= (
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Halla la matriz inversa de A= (_]i g) ylade B=| .

_05 —41):(—36 —43)

Con las matrices A y B del ejercicio anterior y sus inversas, Al

(A+B)y1zA1l+B1

(A B)y1=B1 Al

y B,

4



12 Halla la matriz inversa de las siguientes matrices:
100 001
A=(0 2 O B=|0 1 0
0 0 3 100
1 00100 12 1001 0 O
020|010 - 22 010|012 0
003|001 32:3 0010 0 173
1 0 O
Portanto: A1=|0 1/2 0
0 0 1/3
001|100 38 100001
010|010 > o2 010[010
100|001 18 001|100
0 01
Portanto: B1=|0 1 0
100
Rango de una matriz
13 Di cudl es el rango de las matrices A y B:
101 2 -1 0 -1
A=(0 2 O B=|-2 1 3 3
0 05 0 0 3 2
ran (A) = 3 (ya esta en forma escalonada)
2 -1 0 -1 12 2 -1 0 -1 12
B=1-2 1 3 3 - 28+1]2 0 0 3 2 - 28
0 0 3 2 38 0 0o 3 2 38-22
2 -1 0 -1
0 0 3 2| - ran(B)=2
0 0 0 O
14  Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el nUmero de columnas

que son L.I.:

11 10 ) 1 3 1 -3 -1 -1 1 1 1 1
1 5 3 3 1 -1 1 -1
A=|2 3 5 11| B=(4 2 -1 C:l 1 1 1 D:l 1 1 -1
1 -1 629 6 3 2 Do
3 7 5 5 1 1 1 -1
1112 12 1112 1
A=[2 3 5 11| - 22-2.10 013 7] - 2
1-16 29 3818 0 25 27 32+2.20
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(1112
0 0 11 41

013 7) - ran (A)=3
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.

21 3 10 21 3 10
B=[42 1| 20-2.1 00 7| 20

63 2 3#-3.18 00 -7 3228

Hay 2 columnas linealmente independientes en B.

[1 3 1 1 % 11 1 1
c=[t5 3 3| _ = 15 3 3|
11 1 1 12 1-3-1-1
\3755 4 37 5 5
[11 11 " 111 1
04 2 2 2 042 2
0 4 2 2| 7 3+22 0 00O
\0422 -2 0000

21 3
00 -7 ->ran(B)=2
000

28 _ 12
32 _ 12
42-3.12

- ran (C)=2

Hay dos columnas linealmente independientes en C.

11 1 1 12 11 1 1
D = 1-11 -1 - 2812 0-2 0 -2
11 -1 -1 3812 00 -2 -2
11 1 -1 oL 00 0 -2

- ran (D) =4

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.

Ecuaciones con matrices

15 Halla las matrices X e Y que verifican el sistema

S

(1 4 (1
2X+Y‘(2 O)’X_Y_(l o)'
(1 40
2X+Y—(2 0)%
[l Sumando las dos ecuaciones, queda:
_(1 13
X-Y= 1 o0
0
(2 3 _[(2/3 1
3X‘(3 o) - X‘(l o)
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Despejamos Y en la 22 ecuacion:
1 —1):(2/3 1)_(1 —1) _ (—1/3 2)

Y=X‘(1o 1 o/ 1 o 0 0

2/3 1) Y = (—1/3 2)

Portanto,x=(l 0 0 o

16 Calcula X tal que X -B2=A "B, siendo:

S 101 1 0-1
A=(1 1 0 B=|1 1 1
0 0 2 0 01
X=A. B+B2
1 0 0\O
A-B=12 1 0]
0 0 2/H 2 0 =2
O X=1(4 2 1
1 0 -2\ H 0 0 3
82:(211):
0 01 O]

17 Determina los valores de m para los cuales

_(mO . 2 5 —
X—(O 2) verifique X —§X+I—O.

, 5 :(m 0)(m 0)_§(m o) (1 o)
Xe=5 X+1=1g 2/lo 2)= %210 2/ "o 1

_[m%20 _5(m 0)+(1 0)_ m2-(5/2dm+1 0 _(0 0)
“\o 4/ 21\0 2/ \o 1/~ 0 o] "\oo
Tiene que cumplirse que:

mz—%m+1:0 - 2m?2-5m+2=0 -

m= 5%V25-16 _5

3 __—"
4 4 ~ T—m

2
1
2

Hay dos soluciones: m; = 2; m, = %

18 Resuelve: (é _21)();)=(31,_X1)(2)

s 2)G)=G2E) -
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oY

3+2X) x- y=3+2x0 x+y=-30

2 -1 1) e | la matriz unidad

3x+2y) \3y-2 3x+2y=3y-28 3x-y=-21
N = - :i = =9 - = — E:i
Sumando.4x—5_>x4_>y 3-X 3+4 7
e oo _ b _ -7
Solucién: x = 1 y= 7
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PARA PRACTICAR
4 5 -1
19 Dadalamatriz A=[-3 -4 1| calcula A2 A3, ..., A28,
S 3-40
4 4 1 1 00
A2=A.A=|-3 -3 -1|: A3=A2.A=(0 1 Of|=1I A=A3. A=I-A=A
0 1 -1 001
4 4 1
A128:A42-3+2:(A3)42,A2:|42,A2:|_AZ:A2: -3 -3 -1
0 1 -1
5 -4 2
20 Comprueba que AZ=2A -1, siendo: A=
S deorden 3. -4 4 -1
Utiliza esa igualdad para calcular A%,
9 -8 4 [
A2=A A=[4 -3 2 E
-8 8 -3 H
0 A2=2A-1
10 -8 4 100 9 -8 4
2A-1=(4 -2 2|-]10 1 0|=(4 -3 2
-8 8 -2 0 01 -8 8 -3
Calculamos A%
AY=(A2)2=(2A-1)2=(2A-1)(2A-1) = 4A2 - 2A - 2A + |2 =
Z4R2A-1)-4A+1=8A -4l —4A+1=4A-3] =
5 -4 2 100 20 -16 8 300 17 -16 8
=4(2 -1 1}|-3|/0 1 0|=| 8 -4 4|-(0 3 0|=|8 -7 4
-4 4 -1 0 01 -16 16 -4 0 0 3 -16 16 -7
21 Determina a y b de forma que la matriz
S

_[2 1 . 5 _
A—(a b) verifiqgue Ac=A.

Unidad 2. Algebra de matrices
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2 -1\(2 -1 4-a -2-b
2 — — —
A‘A'A‘(a b)(a b)‘(2a+ab —a+b2)

4-—a=2 - a=2
AZ—A 4-a -2-b _ 2 -1 -b=-1 - b=-
- = |2a+ab -a+b?2| " |la b - da+ab=a - 4-2=2

a+b?=b - -2+1=-1

Por tanto, a=2 y b=-1.

1 1/7 1/7 10
Calcula A" y B" siendo: A=(0 1 O B:(O 3)
0 0 1

1 y7 v\ (1 ur ur\ (1 27 27
«A2=A-A=[0 1 o |flo 1 o ]=l0o 1 o
00 1/)lo 0o 1 00 1

1 2/7 2/7\ (1 U7 U7 1 3/7 3/7
AS=AZ.A=(0 1 0 ]|0O 1 0 |=|0 1 O
0 0o 1/\0 0 1 0 0 1
1 n/7 n/7
Asi, An={0 1 0 |. Lo probamos por induccion:
0 0 1

Acabamos de comprobar que para n =2 (primer caso relevante), funciona.

Suponemos que es cierto para n — 1:

0o 1 0 0 1 O
0 0 1 0 0 1

co=(3 95 0[5 #)-(5 )
sr=r0=(1 (1 9= (5 3)=5 &)

10
Por tanto, B" = (0 3n). Lo probamos por induccion:

AN=AN-1. A=

1 n-1/7 n-1/7 1 17 1/7 1 n/7 n/7
=10 1 O

0 0 1

Igual que en el caso anterior, para n = 2 se cumple.

Suponemos que es cierto para n - 1:
1 0 10 10

— -1 — —
B =8 'B‘(O 3”‘1)'(0 3)‘(0 3”)

0 3).

Dada la matriz A = (1 2), halla una matriz B tal que A-B = (3 0

21

Unidad 2. Algebra de matrices @
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L _[0 3 4 __1.(0 3) _ .(o 3)
A B—(3 O) - A7 AB=A 3 0 ~ B=A 30
1. -3 —1:—_1(1 ‘2)
Calculamos A= [AQO=-3; A 3 (2 1
Por tanto:
B_—l(l —2)_(0 3)_(1 —2).(0 —1)_(2 —1)
T3 \2 1 3 0/ (=21 -1 0/ \1 2
0 2 -1
Dada lamatriz A=|0 0 1 |, pruebaque A3 esla matriz nula.
00O
Demuestra después que la matriz |1 + A + A2 es la matriz inversa de | - A.
0 Multiplica | + A+ A2 por |I-A.
0 0 2 000
A2=(0 0 Of A3=A2.A=|0 0 O
000 000

Veamos que |+ A + A2 eslainversa de |- A:
I+A+A) (I-A)=1-A+A-A2+A2-A3=|-A3=]-0=1

Como (I+A+A2).(1-A) =1, entonces |+ A+ A2 eslainversade |- A.
3 0 8

Dadalamatriz A=| 3 -1 6 | compruebaque (A+1)2=0 yexpresa A2 co-
-2 0 -5

mo combinacioén lineal de A e I.

3 0 8 100 4 0 8
A+1=|3 -1 6|+|0 1 0(=|3 0 6

-2 0 -5 0 01 -2 0 4
4 0 8)Y/4 0 8 00O
(A+1)2=|3 0 6|3 0 6]=(0 0O
-2 0 4/\-2 0 4 00O

Expresamos A2 como combinacion lineal de A e I
A+1)2=0 - A+1)A+1)=A2+A+A+I=A2+2A+1=0 -
-~ AZ=_2A-|

a) Comprueba que lainversade A es AL

50 2 1/5 -2/5 0
A=|0 0 1 Al=|-3/5 6/5 1
310 0 1 0

b)Calcula la matriz X que verifica XA =B, siendo A la matriz anterior y
B=(1 -2 3).

Unidad 2. Algebra de matrices Q
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a)A-Al=|

b)XA=B - X-A-Al=B. Al . X=B.Al

Por tanto:
1/5 -2/5 0
X=( -2 3)|-3/5 6/5 1 :(1 1 _2)
0 1 0] \® O

Determina las matrices A y B que son solucién del siguiente sistema ma-
tricial:

0O 5 4 7 1 2
3A-2B=(5 9 O 2A+B=(-6 6 7

15 -4 4 10 -5 -2
0 5 4 7 1 2
3A-2B=|5 9 O 2A+B=|-6 6 7
15 -4 4 10 -5 -2

Multiplicando por 2 la 22 ecuacion y sumando, obtenemos:

14 7 0 2 1 0
TA=|-7 21 14| - A=|(-1 3 2

35-14 0 5 =2 0

Despejamos B de la 22 ecuacién:

7 1 2 2 1 0 3 -1 2
B=(-6 6 7]-2|-1 3 2|=(-4 0 3
10 5 -2 5 2 0 0 -1 -2

2 1 0 3 -1 2
-1 3 2, B=|-4 0 3

5 -2 0 0 -1 -2

Solucién: A =

Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro k:

1 -1 -1 2 -1 4 1 3 2 -1 -11 0 2
M=[1 -1 2 N=|-2 1 3 P=(2 6 4 k Q:1310
2 1 Kk 1 k 2 4 12 8 -4 210 3 k
1-1-1 12 1 -1 -1
M=|1-1 2 S 25= 12 00 3 -
2 1 k 38-2.12 0 3 k+2

- ran (M) =3 para cualquier valor de k.

2 -14 12 2 -1 4 1
N=|-2 1 3| - 22+12 0 0 7] - 1+2k=0 si k:—?

2-3%-12 0 1+2k 0

Unidad 2. Algebra de matrices @



-si kz—%, ran (N) = 2.

-si ki—%, ran (N) = 3.

13 2-1 12 13 2-1 12 132 -1
P=(2 6 4 k] - 3:4 13 2-1] - 22-1° 000 O
2 6 4Kk 38-2-12 0 0 0k+2

eSi k=-2 - ran(P)=1
eSi k#-2 - ran(P)=2

1102 1 110 2 16
Q=13 10| ~ 220 041 2 |- =
3k

P+2.18 0 12 3k+4 3-3. 2

«Si k=2 - ran(Q)=2
eSik#2 - ran(Q) =3

29 Hallael valor de k para que el rango de la matriz A sea 2.

5 -5 -6
-5 3 -1
0 k 7

5 5-6 12 5 -5 -6 12 5 5 -6
53 -1 - 22+12 0 -2 -7 - 2 0 -2 -7

0 k 7 3z 0 k 7 3&+28 0 k-20

A=

A=

Para que ran (A) =2, hadeser k-2 =0; es decir, k=2.

. (20 (1 1

30 Halla X e Y sabiendo que 5X+3Y—(_4 15) y 3X+2Y—(_2 9 )
(2 o0\d _(—6 0 )D

5x+3\(_(_4 15)% 15X -9V = {1, 5|0 s

O [l Sumando: Y:( )

3X+2Y—(1 ‘1)% 15X+10Y—( 5 ‘5)% 2 0
“\=2 9/ “\-10 45/

(1 -1 (1 -1 -1 5\ (3 9 (1 3

3X'(—2 9)‘2Y'(—2 9)_2(2 o)'(—e 9) - X‘(—z 3)

(1 3\ ,_([-1 -5
Solucion: X—(_2 3), Y—(2 0)

Unidad 2. Algebra de matrices é
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Unidad 2. Algebra de matrices

Dada lamatriz A= (; 3) halla dos nimeros reales m y n talesque A+ mA+nl=0.
_ 2 1 2 1 1 0\_(0 O
AtmA+nl=0 - (2 3)”"(2 3)”‘(0 1)‘(0 o)
2+2m+n=0 - n =0
2+2m+n 1+m )_(O O) 1+ m =0 - m=-1
2+2m  3+3m+n/ \0 0/ 7 M@+2m =0 - m=-1
ﬁ3+3m+n:0 - n=20

Solucion: m=-1; n=0

Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (A -kl)? sea la
matriz nula, siendo:

-1 0 -2
1 1 3

A=

0 -1 —2)

0 -1 -2 k 00 %k -1 -2
A-kl=|-1 0 -2|-{0 k Of=[-1 -k -2
0 0 k 1 1 3-k

2k -2 k?-1 4k - 4 =

-k -1 —2)(—k -1 —2) (k2-1 2k -2 4k — 4
2-2k 2-2k k?-6k+5

Una compariia de muebles fabrica butacas, mecedoras y sillas, y cada una de
ellas de tres modelos: E (econédmico), M (medio) y L (lujo). Cada mes produ-
ce 20 modelos E, 15 My 10 L de butacas; 12 modelos E, 8 My 5 L de mecedo-
ras, y 18 modelos E, 20 M y 12 L de sillas. Representa esta informacion en
una matriz y calcula la produccién de un afo.

E M L
BUTACAS 20 15 10
Cada mes: MECEDORAS |12 8 5
SILLAS 18 20 12
E M L
20 15 10 BUTACAS 240 180 120
Cada afio: 1212 8 5 |= mEceporas |144 96 60
18 20 12 SILLAS 216 240 144
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En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequefias y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequefias y 4 gran-
des, y las L5, 6 pequefias y 5 grandes. Cada ventana pequeria tiene 2 cristales
y 4 bisagras, y las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el nimero y tamafio de ventanas de cada
vivienda y otra que exprese el niimero de cristales y bisagras de cada tipo
de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el nUmero de cristales y de bisagras de cada ti-
po de vivienda.

P G
A
a) L4 |5 4,6(4 6)
L5\6 5

P G C B
L3 (4 3 Pgi L3 (20 34
b) L4 |5 4-G(4 6):L4 26 44
L5\6 5 L5 \32 54

Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O).
De cada tipo se hacen cuatro modelos: M;, M,, Mgy M,,.

T O
ml 200 ;00 Esta tabla muestra la produccion semanal de bombillas
2 (400 250 4o cada tipo y modelo.
M; | 250 180
M, \500 300

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M,, el 5% en el
M,, el 8% en el My y el 10% en el M,,.

Calcula la matriz que expresa el numero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas y defectuosas, que se producen.

T O

My My Mg My m; [300 200 T O T O

D (0,02 0,05 0,08 0,1), M, [400 250 | - D( 96 60,9) zD( 96 61)

B 1098 095 092 09/ M, |250 180 B 1354 869,1) B (1354 869
M, \500 300

Escribe en forma matricial y resuelve, si es posible, utilizando la matriz in-
versa:

Ox-2y=1

a
)EX+ y:?

Unidad 2. Algebra de matrices

X +z= 510
b) y =-234

y+z= 257
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0w (17)-(5)- )

1
|| —— ——
A B

X
Calculamos la inversa de A:

(1 2 1 o) 18 (1 -2 1 0) 18.3+28.2 (3 0 1 2)
11 017 2=-12 03 11/~ = 03 -11/"

12:3 (1 0 1/3 2/3) A_l_( 1/3 2/3)
0 1-1/3 1/3) ~ “\-1/3 1/3

Resolvemos el sistema:

X:A‘l-B:(_lllls3 ig)(%):(g) - Solucién: x=5, y=2
b) x +z= 510 101 X 510
y =-234 [0 1 of |y]|=]|-234
y+z= 254 011 z 254
o RS o o
A X = B

Calculamos la inversa de A:

101,100 12 101100
010|010 - 2 01 0|010| -
011001 sg-2e 001|]0-11
1232 1001141 111
- 22 010010 At=|010
32 001|0-11 0-11

Resolvemos el sistema:

11-1 510 22
X=A1.B=|0 1 0] -|-234|=|-234
0-11 254 488
Solucién: x =22, y=-234, z =488

37 Escribe en la forma habitual los sistemas:

] ot 12

a)3x—2yf2 b) x+5y-3z= 10
X+5y=0 x4 v 457 = 1D
7y=1 Xt yTez=—20

Unidad 2. Algebra de matrices @
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38 Dada A=[2 O —1), calcula, si es posible:
S -6 -1 0
a) Unamatriz X talque XA=(1 0 -1).

101)

b) Una matriz Y tal que YA:(0 10

Calculamos la inversa de A:

112|100 18 11 2 1 00
2 0-1/01 0] - 22-2-12 0-2-5|-210| -
-6-10,0 0 1 38+6-12 05 12| 6 01
12 11 2 1 00
- 22 0-2-5|-210| -
5:28+2.32 00 -1| 2 52
12+2 .32 11 0 5 10 4
o 22-5.32 0 -2 0| <12 -24 10| -
32 (1) 00 1| -2 -5 =2
12 11 0 5 10 4
o 22:(-2) 01 O 6 12 5] >
32 0 0 1 -2 -5 2
12 — 22 1 0 O -1 -2 -1 -1 -2 -1
L 2e 01 0 6 12 5. Portanto, Al=(6 12 5
3 0 0 1 -2 -5 =2 -2 -5 =2

Q) X=(10-1)-Al=(1 31

(10 1) ,,_(-3-7-3
b)Y‘(o 1 o) A ‘(6 12 5)

39 Calcula los valores de x para que la matriz A= (6( 2) verifique la ecuacion
A2 —6A +91 =0.

=[5 206 ) - (5 2]

2 2
2 _(x®0)_ xO) (1 O):x—6x+9 0 _
AT-BA 9l (o x2) 6(0 x "% 1 0 x2-6x+9

— 0 0 2 _ 2 — _
—(0 0) > X4-6x+9=0 - (X-3)=0 - x=3

Unidad 2. Algebra de matrices é



40 Resuelve la ecuacion matricial 2A = AX + B siendo A:(
S _
Calculamos la inversa de A:
10 10 12 10 10 A-L
-11 0 1) ~ 22+ o1 11/~

Resolvemos la ecuacion:

1 -2
3 -1

-z

2A+AX+B=0 - AX=—B—2A=(

-1-2 10 -1 -2 -1 -2
= AL, = : =
X=A (5—3) (1 1) (5—3) (4—5)
. 2 3
41 Dadalamatriz A= 51 hallael valor de x e y paraque
S -
A2 _xA-yl=0.
Azz(z 3)(2 3):(—2 9)
-2 1/\-2 1 -6 -5
2 9 2 3 1 0)_[-2-2x-y
2_ — = p— =
AT=xA -yl (—6 —5) X(—z 1) y(o 1) (—6+2x
2-2X-y=0 - y=-2-2x=-8
9 - 3x =0 - x=3
-6 + 2X =0 - x=3
S5- x-y=0 - y:—5—x:—8D
Solucion: x =3, y=-8
1 0 O
42 Dada A=|1/10 1 O0}:
S 1/10 0 1
a) Calcula A + A?
X 20
b) Resuelve el sistema A°|y|=|5 |.
z 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
a)A2=11/10 1 O0||1/10 1 0]|=|2/10 1 ©
1710 0 1/\1/720 0 1 2/10 0 1
1 0 0 1 0 0 2 0 0
A+A2=[1/10 1 O0|+(2/10 1 0]|=(3/10 2 ©
/10 0 1 2/10 0 1 3/10 0 2

Unidad 2. Algebra de matrices
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1 0
11

1
3

Jve=(% 3)

-1 -2
5 -3

)=z 3

11

se cumpla la igualdad

©



1 0 0 1 0 0 1 0
b)A3=A2 . A=|2/10 1 O0||1/10 1 0]=|3/10 1

= O O
—_—

2/10 0 1/\1/10 0 1 3/10 0
1 0 O 1 0 0 1 0 0
AS=AZ.A%=12/10 1 Off3/10 1 o0o]=|12 1 O
2/10 0 1/1\3/10 0 1 /2 0 1

Calculamos la inversa de AS:

1 0 O 1 00 12 1 00 1 0O
/21 0 0 1 0] - 22.2-12 0 20 -1 2 0| -
/20 1 0 01 38.2-12 0 0 2 -1 0 2
12 1 00 1 00 1 00
L o22:2 0 10| -1/2 10| - (A)t=(-1/2 1 0
38:2 001, -1/2 01 -1/2 0 1
Resolvemos el sistema:
X 1 00 20 20
yl=|-1/2 1 0|-[{5]=(-b
z -1/2 0 1 1 -9
Solucion: x =20, y=-5 z=-9
x 1 1 z 1
43 Sean las matrices A=[2x -1], B:( ) C=|(2z], D= 0
x 1 Y —z 1/3

S

a) Sabiendo que A B+ C = 3D, plantea un sistema de ecuaciones para de-
terminar Xx,vy, z.

b) Encuentra, si es posible, una solucion.

x 1 1 z X+y z X+y+z
a)A-B+C=[2x -1 -(y)+ 2z = 2x-y |+|2z|=|2x -y + 2z

-x 1 -z X +y -z X+y-z

Al

Igualamos:

3D =3

X+y+ z=3 1 1 1 X 3
2x-y+2z =0 Enformamatricial: {2 -1 2 |-|y|=]0
z 1

X+y- z=1 -1 1 -1
00000 —— ——
M X =N

Unidad 2. Algebra de matrices é



b) Intentamos resolver el sistema en forma matricial. Para ello, calculamos la inver-
sade M:

1 1
-1 2
1 -1

1
0
0

1
2
-1

12
22 +(3/2) - 32

o O

12
20-2.12
32+ 12

0
O Ed
1

1 0

-1/2

32

111
0 0O

0 20

1

Luego, la matriz M no tiene inversa.

Como ran (M) =2 vy se nos anula la segunda ecuacién, tomamos las otras dos
para resolver el sistema:

Solucion: (1 - A, 2, A) paratodo A OR.

x+y+z-3D 1o+ 22
X+y- z-l ( )

—

2y
X

OO-P

44 Calcula una matriz X que conmuta con la matriz A, estoes, A- X=X "-A,
siendo A= (é 1) y calcula A2+ 2A™1. X,

S

45

X

|

ab
c d

) -

atc=a
b+d=a+b

d=c+d

A2+2A‘1-X:(

E

|

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan
con A).

Oar w1 a b)_(a+c b+d)D
EAX‘(O e a)=(2e" " i
EX-A-(a b)(l 1)_(a a+b) %
E “\c d/\0 1/ \c c+d E
c=0 a b
d=a X:( ) con a, b OR

0 a
c=0
1 2)+2(1 —1)(a b)_(l 2)+2(a b-a
01 0 1/0 a/ " \0 1 0 a

0

1+2a

1+ 2a 2+2b—2a)

Sean A y B las matrices dadas por:

520

={2 50

001

B

abo
ccoO
0 01

|

han de ser iguales.

)=

Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢ para
que se verifique A-B=B - A.

Unidad 2. Algebra de matrices
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1
—

N Ol

[S200 )

o o
~_—
—_—

o Q@

o T

0) (5a+20 5b + 2¢ 0)

0 2a+5c 2b+5c 0

0 0 1/\0 0 1 0 0 1

ab o0\/5 20 5a+2b 2a+5b 0
B-A=|c c¢c 0|2 5 0= 7c 7c 0
0 0 1/\0 0 1 0 0 1

Paraque A-B =B A, debe cumplirse que:

S5a+2c=5a+2b4 c=b
5b+2c=2a+5b[] c=a a=b=c
2a+5c="7c 7c=T7c

2b +5c=7c @70:705

0 3 4
46 Dadalamatrizz: A=|1 -4 —5) prueba que se verifica A3+ 1=0 y utiliza
S 13 4
esta igualdad para obtener A0,
00 Haz Al0=(A3)3. A ytenen cuentaque A3=—1.
-1 0 1 -10 O 0 0O
A2=|1 4 4) A3=({0-1 0| - A3+1=[(0 00O
-1-3 -3 0 0 -1 0 0O
Obtenemos A (teniendo en cuentaque A3+1=0 - AS=-|):
0 -3 -4
A= (A3)3 . A=(-1)3. A=-| -A=-A=|-14 5
1 -3 4
Pagina 73

47 Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su
g traspuesta.

3/5 x 0
Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal: A=| y -3/5 0)
0 0 1
0 Haz A -At=1.
Si A1=Al hadeser A-At=1; entonces:
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3/5 x 0 35y 0 9/25 + x2  3/5y — 3/5x 0 100
A-At=|y -3/5 0|.[ x -3/5 0|=|3/5y-3/5x y2+9/25 0|=(0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1 001
9 s _ . H 5 _ 160 _.4
2+ = = =+
IR 25% X=*5
3, 3,_H _. H _
gy—EX—Oj y =X E y =X
2,9 -1 2 _ 164
AT s A
. . _ 4, _ 4 _ 4. _ 4
Hay dos soluciones: =g 1T E X =g Y27 g

48 Resuelve la ecuacion matricial: (1 1) X - ( 4 _2) :( 6 4 )
3 4 -1 0

22 14
(1 1)—1_(4 —1)_ (4 —2)—1_( 0 —1)
34/ " \=3 1) \-1 0 =172 22
Por tanto:

(s o) (57)

(6 4) X_(4 _1).(6 4)'(0 —1)_
22 14) “\=3 1 22 14] \-1/2 -2]

o 2l 2)=5 2

1 -6 )

Solucion: X = (_1 8

CUESTIONES TEORICAS

49 Justifica por qué no es cierta la igualdad: (A +B) - (A-B) = A2-B? cuando A
y B son dos matrices cualesquiera.
(A+B) - (A-B)=A2_AB +BA-B2
Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; vy, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.

50 Sea A una matriz de dimensiéon 2 x 3:
a) (Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b) ;Y para B - A?

Pon un ejemplo para cada caso, siendo: A = (; 2 8)

Unidad 2. Algebra de matrices @
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a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A = (; 0 0)

1
y B= (2) tenemos que: A B = (1)
4
0
b) Si; si tomamos una matriz de dimension 1 x 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - A), el resultado tendra una sola fila. Por ejemplo:

100

St A:(z 10

)y B=(1 2), entonces B-A=(5 2 0)

Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si A y B son simé-
tricas, ¢lo es también su producto A - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contraejem-
plo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamafio, simétricas, su producto,
A - B, no tiene por qué ser una matriz simétrica. Por ejemplo:

120 -1 31 511
Si A=|2 1 1lyB=|3 -10 - A -B=|2 5 1| no essimétrica.

011 1 0-1 4 -1-1

Sean A= (aij)myn, B= (bij)n,p' C= (Cij)q,r- (;_Qu_é condiciones_ deben cumplir
p,q y r paraque se puedan efectuar las siguientes operaciones?

ayA-C-B b)A - (B+C)
an=q=r byn=q;, p=r

Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.
a) (COmo puede variar el rango si quitamos una columna?

b) Si suprimimos una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango
de la matriz resultante sera 2?

a) Tendra rango dos.

b) No. Podria ser dos 0 uno. Por ejemplo:

111
Sien A=|0 1 1) suprimimos la primera fila y la tercera columna,
0 01
01 . .
queda 0 o) Aue tiene rango 1 (A tenia rango 3).
12 0 3
¢Es posible afadir una filaalamatriz (0 1 -1 -2| de forma que la nueva
matriz tenga rango 4? 27 30

Razona la respuesta.

Calculemos el rango de la matriz dada:
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12 0 3 18 12 0 3 12 12 0 3
01 -1 -2 . =2 01 -1 -2 . =2 01 -1-2
27 30 3¢-2.12 0 3 -3 -6 3@-3.22 00 0 O

Tiene rango 2; luego, afiadiendo una fila, la matriz resultante no podra tener rango
4 (tendria rango 2 6 3).

55  ¢{Qué condicién debe cumplir una matriz A de dimension 3 x 3 para que se
verifigue que A + At = 2A?
A+A'=2A - Al=2A-A=A . A=Al

Luego, la condicidén es que la matriz coincida con su traspuesta. Es decir, A debe
ser de la forma:

ab c
b d e

c e f

A=

56 a)Si A es una matriz regular de orden n y existe una matriz B tal que
AB + BA =0, probar que BA1+AlB=0.

-3 -2

b) Si A=(4 5

), halla una matriz B#0 tal que AB + BA=0.

a) Multiplicamos por A1 por la izquierda en la igualdad:
AB+BA=0 - AIIAB+AIBA=0 - B+AIBA=0
Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por Al por la derecha:
BAl+A1BAA1=0 - BAl1+A1lB=0

.. _[a b .
b) Si B—(C d)’ entonces:

ae=(77) (2 3)

(—3a—2c —3b—2d)
4a+3c 4b+3d

B.A= (2 b '(—3 —2)_(—3a+4b —2a+3b)
“lc d 4 3/ \-3c+4d -2c+3d
Asi:
_[-6a+4b-2c -2a-2d (0 0
AB+BA‘( 4a + 4d 4b—2c+6d)‘(o o)
—6a + 4b - 2c =04 3a-2b+c =0
-2a -2d=0 a + d=0 d=-a
4a +4d=01 a + d=00
4b-2c+6d=0 2b-c+3d=0 - 3a-2b+c=0 -
- c=-3a+2b
PortantO'B-( a b) a b#0
- P=lza+2p —a) 2

Unidad 2. Algebra de matrices é



57
S

Por ejemplo,con a=1y b=1, queda B = (

1 1)
-1 -1/

Demuestra que si una matriz verifica A2=0 (0 es la matriz nula), entonces
A no puede tener inversa.

Supongamos que se verifica que A2 =0, pero que A sitiene inversa, que existe AL,
Multiplicando la igualdad A2 =0 por (A~1)2, quedaria:
(ADH2.A2=0 - (A1-A)2=0 - 1=0; locuales absurdo.

Por tanto, deducimos que no existe AL

PARA PROFUNDIZAR
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59

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. De la igualdad
A-B=A"C no puede deducirse, en general, que B =C.

a) Prueba esta afirmacién buscando dos matrices B y C distintas tales que

_ . (11
A-B=A:C, siendo A—(1 1).

b) (Qué condicion debe cumplir la matriz A paraquede A-B=A-C se
pueda deducir que B=C?

. o (1 1 (3 1 i
a) Por ejemplo, si B—(2 3) y C—(O 1), entonces:

3 2
3 2

b) Debe existir AL

A-B=( )=A-C, pero B #C.

Estudia el rango de las siguientes matrices segun los valores de a:

1 2-1 alo
M=|2 4 a A=(0 1 3
a2 -1 all
12-1 12 1 2 -1
M=12 4 a ., 28-2.12 0 0 a+2
a2 -1 3212 a-10 0
«Si a=1, ran(M) =2
=Si a=-2, ran (M) =2
eSiazlya#-2, ran(M)=3
aldo 12 alo _
A=[01 3| . 2 01 3| =sSta=o0, ran (A) = 2
all 3e-12 00 1/ =Siaz0, ran(A)=3

Unidad 2. Algebra de matrices @



60 Se dice que una matriz es antisimétrica cuando su traspuesta es igual a su
g opuesta. Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimé-
trica.

. _[a b (_[a c _[-a -b
S|A—(C d)’ entoncesA—(b )y—A—( )

-c -d /[

Para que A!'=-A, hade ser:

(a c _(—a —b) c=-b[Jc=-b
b d/ "\ -d/ = b=-=
d=— d=0

Por tanto, una matriz antisimétrica de orden 2 es de la forma: (_Ob g)
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