RESOLUCION DE SISTEMAS
MEDIANTE DETERMINANTES
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Determinantes de orden 2

m Resuelve cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones y calcula el deter-
minante de la matriz de los coeficientes:

a)E2x+3y:29 b)D 5x-3y= 8 C)D4x+ y =17

Hax-y= 5 H-10x + 6y = -16 Hox + 2y = 19
0 9x-6y= 7 018x + 24y = 6 03x + 11y = 128
)E—6x+4y=11 )E15x+20y=5 )ng_ 7y = 46
2x + 3y =291 2 3nq_
=-11#0
a)3x— y= 5 D3 -1

Solucion: x =4, y=7

b) _13)’(‘ N gz - _12§ D_510 ‘:D = 0. solucién: x = % . %)\, y=A
s e
Solucién: x =5, y=-3
d) _g: ; z : 11% D—96 _46D =0. Incompatible
D ieceooyzs] s 2ol
Solucion: x = % - %)\, y=A
f) gii 1% z 122@ z g =-109 # 0. Solucion: x = % y= %
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Resolucién de sistemas 2 x 2 mediante determinantes

_ (A0 (A0 o _ _
= Resuelve, aplicando x = ey= , los siguientes sistemas de ecuaciones:

(AD (AD
O2x + y=1

[3x — 5y =73 05x + 4y =33 06x+2y= 8
D axroy= 2 DHrx_11y=13 9 Usx+oy=-60 P Hex-2y=28

Comprueba, en cada caso, la solucién que obtengas.

a) 3x — 5y = 73D 1A

ax+2y=2 1 1= 4 2D 26, |A|-D73 77 = 156;
IAyI—D3 1 = _ag6;
Por tanto: x—%_a y—%-—n
b)g’ﬁflfyyifg’ﬁ A= i =-83 Iad=[5s 4] =415
° 2100
Por tanto: x—%—S, =%=2

c) 6x+2y=8 [ _nb 27 _ ., _
|A] = | 9D_64, 1Al = 60 9D 192;

—5x + 9y =-60
|Ay|:D—65 —20D:‘320;
Por tanto: x:%:a; y_%__5
d) §;<+2§_2% D |=D2 = _10; IAXI:Dglg _;D=—30;
'Avl:szs 218D:50;
Por tanto: x = jg 3; y:%:_5
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1. Calcula el valor de estos determinantes:
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31 1 11 373 141
Ay 7 b)[J5 33 0[]
a)3-7-4-1=17
b) 0, porque la segunda fila es proporcional a la primera.
¢) 0, porque la segunda fila solo tiene ceros.
d)7-(-2)=-14

2. Calcula:

ab 2 p2 ab a b
a) Dc dD b) D:3 b3 ©) DO 0 d) Dac bcD

a)a-d-b-c
b)aZ -b3-a%-b2=a? b2(b-a)

¢) 0, porque la segunda fila solo tiene ceros.

7 0
0 O d)DO -2

d)a-b-c-b-a-c=0, otambién obsérvese que la segunda fila es proporcional a la

primera.
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1. Calcula los siguientes determinantes:
51 4 9 0 3
a)[E 3 gﬂ by[F1 1 oﬂ
6 0 2 1
51 4 9 0 3
a)[t 3 6U:—114 by [F1 1 oﬂ:s
6 8 0 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a)[E 2 1D b)DO 10 9(1ﬂ
0 1 0 01
0 4 -1 10 47 59
a)& 2 1D:14 b) [lo 10 91[]= 1000
01 0 0 10
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3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:
7
1

3 -1 7 4 1
a)Bl) 0 ?ﬂ:o b)uz 9 D:o
11 8 -2 -14
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4



7 4 1
oll2 9 7U:o
7 94 71

45 11 10
dy|[4 1 =0
5 1

1
0

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).

b) La 32 fila es proporcional a la 12 (32 = (-2) - 1?) (propiedad 6).

¢) La 32 fila es combinacion lineal de las dos primeras (32 = 12 + 10 - 22) (propiedad 9).

d) La 12 fila es combinacion lineal de las otras dos (12 = 10 - 22 + 3%) (propiedad 9).

4. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto sin

desarrollar:

XYy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z X y z

B?o 3D=1 a)Us 0 3 b)Ul 03/5U o[bx+5 2y 22+3U
11 1 1 1 1 1 1 XxX+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy z

a)lls 0 3 :3&; 0 3U:3 1=3
1 1 1 1 1
5x 5y 5z Xy z

b)]l 0 3/5 :5-3&3 0 3U:1 1=1
11 1 Sho11
X y Xy z

c):|2x+5 2y 22+3U:EE 0 3D=1
X+1 y+1 z+1 1 1
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1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-

triz:
2 3 -15
4 6 2 7

M=|5 -1 2 6
4 1 1 5
0O 0 3 4

Menores de orden dos; por ejemplo:

2 3|]-15
4 6] 2 7

-1 12 6
1 5

o b~ O

1
0 3 4

T =0 =4

Menores de orden tres; por ejemplo:

2 3 -1 5

7
6
5
4
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6 2U=68, Hl 1
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2. :—|al|a el_ menor complementario y el adjunto de los elementos a,,, a;; y a,;de
a matriz:

0 2 46
|2 -1 3 5
A'1123

4 6 5 7

(6]

Q
]
I
~=o

3
2 3D=-2; A,= (D)2 a,=-1 (2)=2
5 7

4 5D 108; Agy = (-1)3*% - 05 = 1 - 108 = 108
6 7

Q
%
I
E~b

Uy = —1 5U= 16; Ay = (-1)**3 . a5 =-1-16 =16

oo
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1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollando-
lo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
H—S 2 6D
9 8 4
Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
Ds 2 6/|=3.2.4+(-5)-8-(1)+7-6-9-(-1)-2-9-6-8-3— 7-(=5)4=456
9 8 4

Desarrollando por la 12 fila:

3 7 -1

2 -5 6 -5 2
52 6||=3 7 3 40)-7-(-74) -1 (-58) =
52 6f=3p J-70y J-105 )=3 407 (79-1 (9=

=-120 + 518 + 58 = 456
Desarrollando por la 22 fila:
3 7-1

Ds 2 6D=5D£ ‘41D+2Dg _41D—6Dg ;D=5-36+2-21—6-(—39)=

9 8 4
=180 + 42 + 234 = 456
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Desarrollando por la 32 fila;

3 7-1

H»SZ GD 9D2 6D 8D_5 5D+4D_5 2D 9.44-8.13+4.41=

9 8 4
=396 — 104 + 164 = 456

Desarrollando por la 12 columna:
3 7-1

2 6, .7 - 7 -
5 2 6D:3 +5 9 =3 (40)+5-36+9 44 =
228730 JJ*50s al*°[ sl

=-120 + 180 + 396 = 456

Desarrollando por la 22 columna:

3 7 -1

Ds 2 6U_—7D D+2Dg _41D—8D_35 _61D:—7-(—74)+2-21—8-13:

9 8 4
=518 + 42 — 104 = 456

Desarrollando por la 32 columna:

3 7 -1

Ds 2 6D__1D D65 J+al J=-1(58)-6 (39)+4 41=

9 8 4
=58 + 234 + 164 = 456

3. Calcula los siguientes determinantes:

70 -3 4 31 -1 3
0 4 4 -1

a):F76§:b)[E32§]

10 1 0 0
78_43‘71@) /34

a) 7 4 7[l==7.290=-2030
7 6 9 i

10 1 9

(1) Desarrollando por la 22 columna.

-1

i ‘11 1 1) 3 1
b)Ug 3 :H:_ -1 4 4 —lD:—2-28+2-28:0
0 2 3 2

(1) Desarrollando por la 42 fila.

También podriamos haber observado que la 42 columna es igual a la suma de las
otras tres; y, por tanto, el determinante vale cero.
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1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

[1 2 3 014 4 2 1 5 3
acl3 10112 5.|2 3 26 5
14 1 3 1 0 6 |6 5 3 12 8

7 0 3 2 1 8 12 10 6 23 16

[1 001 2 1 0 -1
121210 |5 1 3 =7
“=lo 0 0 0 1 D={7 2 3 _s

1 1 0 0 0 10 2 2

1 2(30-14
ac[3-10 112
a1 3108

70 3218

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: Dé _21D =-7%0

Luego, las dos primeras filas son linealmente independientes.

Observamos que la 32 fila es la suma de las dos primeras, y que la 42 fila es la suma de
la 22 y la 32 Por tanto, ran (A) = 2.

4 2|1 5 3
B 2 3|2 6 5
6 5 3 8

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: D; éﬂ =8 # 0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

Veamos si la tercera fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 5
& 3 6H =8#0 - Las 3 primeras filas son linealmente independientes.
5 12

Veamos si la 42 fila depende linealmente de las anteriores:

4 2 1 5 4 2 5 3

2 3 2 6 2 3 6 5
Ue 5 3 12U=°y Ue 5 12 sﬂzo
12 10 6 23 12 10 23 16

Por tanto, ran (B) = 3.
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[ = I = =

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: Di _OlD =1#0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

0 1-1
Como [E 1 OD = Dg 1 =-2#0, las tres primeras filas son linealmente independientes.
01

1 -1
-1

0 lU:—[E 1 OD:2¢O, entonces ran (C) =4
0 0 01

(@]

o

3

o
o L
conNn O

2 1 0 -1
|5 1 -3 -7
D'72—3—8
1 0 2 2

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: Dé m =-3#0. Luego, las dos pri-
meras filas son linealmente independientes.

10
Como E 1 —ZD =-9#£0, laprimera, segunda y cuarta fila son linealmente independientes.
0 2

La tercera fila es la suma de las dos primeras. Luego, ran (D) = 3.
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1. Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son com-
patibles o incompatibles:

3x-2y=5 4x + 5y =7 X+ y+2z =7
a)[] x+3y=-2 b) j2x- y=0 C) O3x- y+ 4t=1

Hox - y= 3 H7x + 11y = 4 H x-3y-4z+4t=6
a)3x-2y= 5[ 3 2 3 -2 5

X+3y=-2 A=11 3 A=11 3 —2)

2x- y= 3 2 -1 2 -1 3

3 -2~ _ _
Dl 3D—11¢0 ~ ran(A) =2
|A']=0 ~ ran(A') =2

El sistema es compatible.
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b)4x + 5y=7 4 5 4 5 7
2x- y=0f A=[2 -1| A=[2 -1 0
7x + 1ly = 4 7 11 7 11 4

[A|=147#0 - ran(A')=3#ran(A) =2

El sistema es incompatible.

C) X+ y+2z :75 11 2 0 11 2 07
3X—- y+ 4t=1 A=13 -1 0 4 A=13 -1 0 41
x—3y—4z+4t:6@ 1 -3 4 4 1 -3 -4 46

Calculamos el rango de A:
1 2

1 0
1 1
=-4%0; -1 0||=0; -1 =0 - ran(A)=2
D?’ "1D [E -3 -4U [E -3 iﬂ

Calculamos el rango de A':

17
E -1 1U:—76 L ran(A') =3 #ran (A)
3 6

El sistema es incompatible.

2. Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los si-
guientes sistemas son compatibles o incompatibles:

X+3y-z=1 X+3y-z=1 Bx+ y+2z = 7

a) [2x + z=2 b) O2x + z=2 C) [O3x- y+ 44t= 1

@ 2y-z=0 ﬁ 2y-z=5 @x—3y—4z+4t:—13
a) x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 -11
2X + z=2 A=12 0 1 A=(2 0 1 2
2y-z=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculamos el rango de A:

Dl 3 =620y JAlI=0 - ran(A)=2
2 0
Calculamos el rango de A"

3 1

[E 0 2D =0 (pueslal?y la 32columnason iguales) - ran (A') =2 =ran (A)
2 0

El sistema es compatible.

Observacion: Como la 42 columna de A' y la 12 son iguales, necesariamente
ran (A') = ran (A); es decir, el sistema es compatible.
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b) x+3y-z=1 13 -1 1 3 -11
2x + z=2 A=|2 0 1 A=12 0 1 2
2y-z=5 0 2 -1 0 2 -15

Sabemos que ran (A) =2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A'":

3 1
[E 0 ZH:—SO;tO - ran(A') =3 #ran (A)
2 5

El sistema es incompatible.

) x+ y+2z = 7 11 20 11 2 0 7
3X— y+ 4= 10 A=|3 -1 0 4| A=[(3 -1 0 4 1
X — 3y — 4z + 4t = -13 1 -3 -4 4 1 -3 -4 4 -13

Sabemos que ran (A) =2 (ver apartado c) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A'":

1 7
-1 1D:O - ran (A') =2 =ran (A)
-3 -13

El sistema es compatible.
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1. Resuelve mediante la regla de Cramer:
X -3y +5z=-24 X+ y-z=2
a) 02x - y+4z= -8 b))l x- y+z=8
X+ y = 9 2X + 3y =10

a) x—-3y+5z=-24 -3 5
x— y+dz= -8 |Al=|R -1 4D:—1¢0
X+ y = 9 10

24 3 5 24 5 3 24
|AX|:D—8 1 4H:-7; IAl=2 -8 4D:-2; IAl=[2 < —8U:5
9 1 0 9 o 19

Portanto: x=7, y=2, z=-5

b) x+ y-z=2 1 -1
x— y+z=8 0 |Al=|1 -1 1D:—6
2x+3y =10 3 0
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2 1 -1 2 -1 1 2
|AX|:[L8 1 1D:—3o; IAl=[1 8 1D:o; IAl=[1 -1 8D2—18
0 3 0 10 0 3 10
Por tanto: x=5, y=0, z=3
2. Resuelve aplicando la regla de Cramer:;
2Xx-5y+3z= 4 3X -4y - z= 4
a)[] x-2y+ z= 3 b) y+ z=6

5x+ y+7z=11 2X +5y+7z=-1

a)2x-b5y+3z= 4 -5 3
x-2y+ z= 30 |Al=|L -2 1D:13
5x + y+7z=11 1 7

4 -5 4 3 5 4
|AX|:U13 -2 ]:65; IAl=[L 3 1H:o; IAl=[1 -2 BD:—ZG
11 11 7 111

Por tanto: x=5, y=0, z=-2

~N =W
[S=Y

b)3x -4y- z= 4 3 -4 -1
y+ z= 6 IAI:[E 1 1H:0
2X + 5y + 7z = — 5 7

Por tanto, ran (A) < 3.

Como hay menores de orden 2 distintos de cero, ran (A) = 2.

3 -4 -1 4
A=10 1 1 6| ran(A")=3
2 5 7 -1

Por tanto, este sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
X-y+3z=1 X— y+3z=1
a)[3x - y+2z=3 b) O03x- y+2z=3
-2y+7z=0 -2y +7z=10
a) x—- y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x- y+2z=30 A=|3 -1 2 A=[3 -1 2| 3
-2y+7z2=0 0 -2 7 0 -2 710

Calculamos el rango de A:

Dé :; =220y JAlI=0 - ran(A)=2
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Calculamos el rango de A':

-1 1
[E -1 SH =0 (lal?y la32columna son iguales) - ran(A') =2
-2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
22 ecuacion:

X-y+3z=1H x-y=1-3z - x=y+1—32=1+£

2
_ _ _T1z
-2y +7z2=0 -2y = -7z _,y-T
Solucién: x=1+A, y=7A, z=2A
b) x- y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3Xx- y+2z=3 A=(3 -1 2 A=(3 -1 2| 3
-2y +7z=10 0 -2 7 0 -2 7 |10

Sabemos, por el apartado a), que ran (A) = 2.

Calculamos el rango de A'":

-1 1
[E -1 3D:20¢0 - ran (A") =3 #ran (A)
-2 10

El sistema es incompatible.

2. Resuelve estos sistemas:

@x+y f?’ H3X+4y= 4
y+z=5
a) _ b) 0 2x+6y=23
X +z=4 ﬁZ +3v= 1
5x-y+z=6 TEX T Y=
a) X+y :SH 1 1 0 1 1 03
y+z=5 A= 0 1 1 A= 0 1 1|5
X +z=4 11 0 1 11 0 1] 4
5x-y+z=6 5 -1 1 5 -1 1 6

1 0
ComoE 1 1D:2¢0 - ran(A)=3
0 1

Calculamos el rango de A':
|IA]=0 - ran(A') =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la Gl-
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tima ecuacién y aplicar la regla de Cramer:

310 1 3 0 1 1 3
Hs 1 1H Ho 5 1H 0 1 5U
4 0 1 o 1 4 10 4 1 0 4-_6
= @ =2 =1 = @ = _ =2 - 000 ===
X 5 > : > > 4 2 > 3

Solucion: x=1, y=2, z=3

3 4 3 4
2 6| A=|2 6

-2 3 -2 3

2X + 6y = 23

b) 3x+4y= 4
A=
-2x+3y= 1

4
23
1

Como |JA'|=-309 #£ 0, entonces ran (A') = 3 Z ran (A).

El sistema es incompatible.
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1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

3x-5y+z=0
a) X-2y+z=0
X+ y =0

X+1ly-4z=0
-2X+ 4y+ z=0
X+ y-2z=0
2x-16y +5z=0

b)

a)3x-5y+z=0 3 51
X—2y+2=0 |A|=Bll -2 1U=—5¢0
X+ y =0 1 0
Por tanto, ran (A) = 3 = n2 incégnitas.
El sistema solo tiene la solucion trivial: x=0, y=0, z=0

b) x+1ly-4z=0 1 11 -4

—2x + 4y + Zfo 2 4 1||=-18 - ran(A) = 3 = n2 de incognitas
X+ y-2z=0 1 1 -2

2x—-16y+52=0

El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0
2. Resuelve estos sistemas:

X-y-2z=0
a) [x+ y+3z=0

X-5y-9z2=0
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X+y+5z =0
b) O3x -y -2t=0

X-y+ z- t=0
a) Xx—- y- z=0 -1 -1
X+ y+3z=0 1Al = 1 SD:O
X-5y-92=0 -5 -9

Seleccionamos el menor Di _11D =2#0 - ran(A) =2

Podemos suprimir la 32 ecuacién y pasar la z al segundo miembro:

X-Y=2 4 X=-Z g soiucion: x=-A, y=-2A z=A
X+y=-3z y=-2z]
b) x+y+5z =0 1150
3X—y -2t=0 A=|3 -1 0 =2
X—y+ z— t=0 1 -1 1 -1

1 5
-1 OD:—14¢O L ran(A)=3
11

Para resolverlo, pasamos la t al 22 miembro:

0 1 5
X+y+52=0 t OH
B t -1 1 -

3X-y =2t X=—=%=%;
X-y+ z=t 14

1 0 5 1 1 0

3 2t OH 3 -1 2t

1 t 1 Tt -t 1 -1 t 0 0
T 14 14 27 T 14 140

Solucion: x = A, y=-A, z=0, t=2A
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1. Discute y resuelve:

X+ y+taz= 0 X+ y=
a) Jax- vy =-1 b) Okx- y=13
X+4y+6z= 0 5x + 3y =16

a) x+ y+az= 0 1 1 a 1 1 a| 0
ax— y =-1] A=la -1 0] A=jla -1 0 | -1
X+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 6 0
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a=2

5+V25+96 _5+V121 511 _—
= 2 _ —b = - = = = _
|Al=4a“-5a-6=0 a 8 8 8\a:—3
4
«Si a=2, queda:
1 1:2]0 11
A=[2 1.0 1 D =320 - ran(A)=2
——————————— 2 -1
1 4 6 0
A 1 0
-1 —1D:3¢0 - ran (A") =3 Zran (A)
4 0
El sistema es incompatible.
«Si a=-3/4, queda:
1 1 -3/4 0 1 1 1
A=[-3/4 -1 0 -1 D_3/4 —1D:T¢0 - ran (A) =2
1 4 6 0
Ooooood
A 1 1 0
Dsm 1 -1D:3¢o ~ ran (A') =3 # ran (A)
1 4 0

El sistema es incompatible.

eSi a2y a#-3/4 - ran(A) =ran (A') = n? incognitas = 3, el sistema es
compatible determinado. Lo resolvemos:

1 0 a

0 1 a
H—l =] OH Ha 1 OH
0 4 6-5_ 6-4a . _-1 0 64 a-6
432 -5a-6 4a?-5a-6" 4a2-5a-6 4a’-5a-6"
1 1 O
B2
1 4 0 3
zZ= =
4a2-5a-6 4a?2-5a-6
Solucién:x:i, = a-6 , Z= 3
4a2-5a3 -6 4a2-5a -6 432 -5a -6
b) x+ y= k 1 1 k
kx - y=13 A=k -1 13
5x + 3y = 16 5.3 |16
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— k
e a2 _ _11#V121-120 _11+1_—
|A]=3k2-11k+10=0 - K - 21

w|lon N

« Si k=2, queda:

1 1] 2 11
A=12 -1/| 13 =-3#0 - ran(A) =ran (A') =2 = n? incognitas
———————————— 2 -1
5 3 | 16
-
A
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:
zﬁiﬁie@ Sumando: 3x=15 - x=5 y=2-x=2-5=-3

Solucion: x =5, y=-3

< Si k=5/3, queda:

1 1 5/3
5/3 -1 13

5 3 16
-
A
N = 9 — 0 A
D5/3 _1D B0 - ran (A) =ran (A") = 2 = n? incdgnitas
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
32 ecuacion:
X+y= E
3 8., _ 44 _ 44 _ 11
5 ) Sumando§ =3 - X_8_2
=X-y=13
3
S5 _,-5_11_-23
VT3 XTI T2 T e
11 -23
Solucion: X= = Y= =4

Si k2 y k#5/3 - ran(A') =3 #ran (A), el sistema es incompatible.

2. Discute y resuelve, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecua-

O@-1)x+ y=0
ciones: E(a Dx +(@+1)y =0

a-1x+ y = OD A= a-1 1
@-Dx+@+1y= OD a-1 a+1l
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|AF%a—DD1 ailuzm—lﬂa+1—1):a@—l):0

«Si a=0, queda:

-x +y =00
X +y=0Q

Solucién: x = A, y=A
«Si a=1, queda:

y =00

2y =03

Solucién: x=A, y=0

eSiaz0y azl - ran(A)=2

O Sistema compatible indeterminado.

El sistema solo tiene la solucion trivial: x=0, y=0

1. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

o

Calculamos la inversa de la matriz A:
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1 -1-1
A=|-1 0 3
-2 5 -3

IA]=-1#20 - existe Al

oy O Adj (A)
15 9 -5 -15 -9
8 5 3| -|-8 -5
3 2 -1 3 =2

Calculamos la inversa de la matriz
IB]=-3#0 - existe B1

oy O Adj (B) .

Zi-F3)-E

2. Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

|

Unidad 3. Resolucion de sistemas mediante determinantes

ol )

. 1
Adj (A))! [, —
(Adj (A)) (Al
5 15 -8 -3
3l - |9 5 2| &
) 5 -3 -1
B:
(Adj (B)) M. .
IB
1 (-2 1\__4
2) - T(—l 2)‘B

4 -1 0
0 2 1

1 5 3

2 -1
1 -2

|

15
9
5

/a:O
\azl

0 Y =X. Sistema compatible indeterminado.

(Adj ()



Calculamos la inversa de la matriz A:

|[A]=-1#20 - existe Al

. . 1 .
a; [ Adj (A) . (Adj (A))" m(Aou A)
(7 2) (7 —2) (7 —4) (7 -4)_A_1
4 1) 7 \4 1) 7 \2 1) 7 \=2 1/
Calculamos la inversa de la matriz B:
IB|=3#0 _ existe B1
. . 1 .
a; [ Adj (B) - (Adj (B))' M- o7 Adi @)
1 -1 -2 1 1 =2 1 3 -1 [ 8
-3 1221q312—21q112—4q§112-4:|3—1
-1 4 8 -1 -4 8 2 -21 8 2 -21 8
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Sabiendo que D‘Z‘ SD =7, justifica las siguientes igualdades, citando en ca-

da caso las propiedades que has aplicado:
a-— b b a2b
ALa al=7 5 [a¢ 20

b a-_ _
g =7 D, "o b- ZdD -14
a) Propiedad 8: si a una columna de una matriz se le suma la otra columna multi-

plicada por un numero, el determinante queda multiplicado por ese nimero.

b) Propiedad 5: si multiplicamos cada elemento de una columna por un nimero, el
determinante queda multiplicado por ese namero.

¢) Propiedad 3: si permutamos las dos columnas, el determinante cambia de signo.

d) Propiedad 7: si una fila es suma de dos, el determinante puede descomponerse
en suma de dos determinantes.

.Amn , . .
2 Si Dp q =-5, ¢cual es el valor de cada uno de estos determinantes? Justifica

las respuestas:
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m + 3n +3 p m 3N —m
a)D n pqu b)Dq n C)DSq —pD

p 2m ) 1 n/m
q 2n Dmp mq

D™ p+3qD(l) o5
b)D D@) 0 n B Dr: QD ~(-5)=5

o Ba 05305 71530 al=3 9 =-1s

: ZmD(“) D D(2) Dm nd@ ~ Dr; SD -2 (-5)=10
e)Drf}p mala e ™ o0=0 o

(1) Si a una fila le sumamos otra multiplicada por un namero, el determinante no
varia.

d)

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
(3) Si cambiamos de orden dos filas 0 dos columnas, el determinante cambia de signo.

(4) Si multiplicamos una fila 0 una columna por un niimero, el determinante queda
multiplicado por ese ndmero.

3 Sustituye los puntos suspensivos por los nimeros adecuados para que se ve-
rifiquen las siguientes igualdades:

9E Y=F W00 o0 I8 9L
3) Dg _73D=D§ _73D+D; _73 b) D‘4 3D Dz D D—lO 4

Resuelve estas ecuaciones:

1+x 1-X -2 1-2x
)D 1+xD 12 b)Dxx x2 D:O

w b

1+x 1-X
3) Dl—x 1+XD:12

l1+x 1-X

1_x 1+x S(1+x)2-(1-x2=1+x2+2x- (1 +x2-2x) =

=1+x2+2x-1-x2+2x=4x=12 - x=3
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b)DX 2 1- 2xD 0

X2 ekt (x-2) - x(L-20) =x3-2x2 - x+ 2x? =X - x =
x=0
=x(x2—1)=0/x: 1
\X:—]_

5 Calcula el valor de estos determinantes:

8 1_ 3 4 -6
all 7 0 b):E -1 1D

6 -1U 3 -5

7 8 O 0 31

c)})—? 3 d)}zo(zﬂ

o 1 3 4

8 1_ 4 -6
gl 7 ofl=0 b)[2 -1 1D=o

6 -1 3 5

8 0_ 0 31
olo =7 3[]=-25 d)}z 0 2H:10

0o 1- 3 4 0

6 ¢ Qué valor de a anula estos determinantes?

4 -5 -1 1 -1 +1 1 1
ayll -1 1U b)[Eo a+6 3D ) 2 2 d)ﬂa

-1 a -1 2 0 3 a2

4 -5
a)j 1 1U=—3+5+4—5+3—4a=4—4a=0 L oa=1
-1 a

-1 1 -
b):EO a+6 BD:3(a—l)+(a—1)(a+6)—6(a—1):(a—l)[3+a+6—6]:

-1 2 0
C)[E

+1 1 1
d)Da =4(a+l)+a+a-2-a*@a+1)-2=

a= 1
=(@a-1)@B+a)=0=—__ _ ,

1
2

a2 T—a=-V3

W N -

a=vV3
D:4a2+4—4—12:4a2—1220 Loa?=3—

=4a+4+2a—2—a3—a2-2=—a3—a2+6a=—a(a2+a—6)=0 -
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a=0
/ [
~_ =—1t\/1+24:—11r5/a= 2

2 _6=0
ac+a-6=0 > > ——a=-3

7 Calcula el valor de los siguientes determinantes:

10 -1 2 1-120 123 4 13 2 -1
3 2 - 1 3 12 2 21 3
a)-_E42 fﬂb)[E14£C)[E24ﬂ d)Do—5lo4U
15 - 17 4 1 7 8 9 -
10-1 2 1 12 0
3 2 oM. 1 3 _
117 i g
15 -3 1 7
123 4 13 2 41
12 1M 2 2 1 3.
C)[E245D‘0 d)ﬂo -5 10 4D‘938
41 2 7 8 9 -2

8 Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices y comprueba el resultado:
2 01 1 0 2
a) (‘1‘ f) b) (; ‘42) 0) (o 3 o) d)(z 0 -1)
101 0 20
a) JA]=1#20 - existe Al

ap M AGR) M. (@) W (Adi ()

(1 1) (1 —1) (1 —3) (1 —?,)_A_1
3 4) 7 \-3 4] 7 \-1 4] " \-1 4]
b) |IB]=10#0 - existe B!

ap MA@ W (AG®) W (A )

(4 3) (4 —3) (4 2) 1,(4 2)—3—1
21 > \2 1) > \=3 1) " 10 \=3 1/

c) JC|=3#20 - existe C1

. . 1 .
a; [ Adj(C) m- (Adj () - jop (Adi ©))
3 0 -3 3 0 -3 3 0 =3 1 3 0 -3
-3 0 6 -3 0 6 -3 0 6 -3 0 6

Unidad 3. Resolucion de sistemas mediante determinantes é



d) |ID]=-10#0 - existe D1

. . 1 )
o - Adj (D) [ (Adj (D))' . m(Aou (D))"
2 0 -4 2 0 -4 -2 -4 0 1 -2 -4 0
4 0 2|14 0 2] -10 0 5 41—0- 0 0 5]|=D1
0 5 0 0 5 0 -4 2 0 -4 2 0
9 Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:
S
1 2\,_/(0 3 -1 5} _
a (2 2x=(9 3] ox(T %)=a 2

a) Llamamos A = (; i) y B= (g g) de manera que tenemos:

A-X=B - X=Al.B
Calculamos AL
|A]=-3#0 - existe Al
1

a; M- Adj (A) [ (Adj (A)" - Tag (Adi )

(1 2) (1 —2) (1 —2) 1 .(1 —2)_A_1
2 1/ 7 \-2 1) " \=2 1) " 33 \=2 1/~
Calculamos A-l.B:

1_(1—2).(0 3)_1.(—6 3)_(2 —1)

3 \-2 1) \3 0/ 3 \3 6/ \-1 2

., o |2 4
La solucion es: X—(_l 2)

-1 5

1 4) y B=(1 2), de manera que:

b) Llamamos A = (

X-A=B - X-A-Al=B.A1l , X=B. A1l
IA]=1#20 - existe Al

Calculamos A1

1

a. [ Adj (A) [ (Adj (A)' m. Al

b3 - (3 5) - (0 3) - 3)=m
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Calculamos B - AL
4 5\ _
@ 2)-(1 _1)-(6 =7)
La solucion es: X = (6 -7)

10 Estudia el rango de las siguientes matrices:

1 0-12 ; _11 g
a)l2 3 1 -2 b)
2 4 21 3 05
1 2 1
-1 2
a) El rango es 3 ya que el determinante 1 —ZD:15¢0.
2 1
b) 42 fila = 22 fila — 12 fila
32 fila = 12 fila + 22 fila
1 -1 2
Por tanto: ran |2 + 3|=ran|(?} _12)
' 3 0 5[ 2 13
1 2 1
Como Dl _1D=3¢0 ~ Elrango es 2
2 1
11 Resuelve aplicando la regla de Cramer:
3X-y =2 2X+ y+ z=-2
a)02x+ y+ z=0 b) X-2y-3z= 1
y+2z=-1 -X- y+ z=-3
3x+ y- z=0 X+y-z+t=1
c) X+ y+ z=0 d) Ox -y -t=2
3Xx+2y-2z=1 z-t=0
a)3x-y = 2 3 -1 0| 2
2x+y+ z=0gA=[2 1 1] 0] - JA]=1=20
y+2z=-1 0 3 2 -1
|
A
2 -1 0 3 2 0
0 1 1 Hz 0 1H
:—_1 3 2 ___1:_1; y:—o -1 2 :é__
1 1 1 1
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Solucién: x=-1, y=-5, z=7

by2x+ y+ z=-2 2 1 1 -2
X-2y-3z= 1 A=|1 -2 -3 | 1| - JA|=-11%0
X- y+ z=-3 -1 -1 1 -3
o o
A
-2 1 1 2 -2 1
Hl 2 —3H Ul 1 —3H
3 -1 1 1 - _
:3—:£:_1; :1—312222,
-11 -11 -11 -11
2 1 =2
Ul 2 1
-t 8e 22,
-11 -11

Solucién: x=-1, y=2, z=-2

c)3x+ y-z=0 -1

3 1
X+ y+ z=0 |A|:[E 1 1H:—6
3x+2y-2z=1 2 -2

0 1 -1 3 0 -1
IAXI:BE 1 1U:2; IAyI:& 0 1U=—4
2 -2 1 -2
310
'AZI:[E 1 of]=2
2 1
Por tanto: x:_—l, y:g, z:‘_l
3 3 3
d)x+y-z+t=1 11111 1 -1
x—y —t=20 A=|1-1 0 -1| 2| Tenemosque |1 -1 oD:-z::o.
z-1=0 00 1.-10 01
Lo
A
1-t 1 -1 1 1-t -1
+t -1 oﬂ 12+t 0
_ t 0 1 :—3—t :3+t_ y = 0 t 1 :1+t:—1—t
-2 -2 2’ -2 -2 2
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1 -1 2+t
0 0 t - . -1-
z:—:izt. Soluciones: m, 1—)‘, A A
i) -2 2 2
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12 Estudia la compatibilidad de estos sistemas:
S
X—-y=6 X+ y—- z=-2
a) f4x + y=-1 b) 02x - y-3z=-3
5x +2y =-5 X-2y-2z= 0
a) X— y==56 1 -1 6 1 -1
4x+ y=-10 A'={4 1| -1| Como [, T|=5#0y |A]=0,
5x +2y =-5 5 2| -5
[ -
A

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n? incognitas = 2
El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
tercera ecuacion:

Xx-y= 60 Sumando: 5x=5 - x=10 Solucién: (1. -5
ax+y=-H y=-a-ax=-1-4=_5 5 Soucion (1,9

b) x+ y—- z=-2 1 1:-1] =2
2x - y-3z=-30 A'=(2 -1 -3 | 3|
X-2y-2z= 0 1 -2 2 0

A

Tenemos que JA]=0 y que D; _11D =320 - ran(A)=2

1 -2

Como E -1 —SD:—3¢O - ran(A')=2#ran (A) =2
-2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

13 Calcula la inversa de las siguientes matrices:

121 210
A=[0 10 B=|013
20 3 211
2 1
1IA1=[D 1 OD:1¢0 . Existe AL
0 3
a. ML Adj (A) [, (Adj (A))! - A-l= ﬁ(Adj A)!

ij
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10
IB]=[b 1 3D:2¢0 . Existe B

11
aj Adj (B) M- (Adj (B))' - B~ = IBI(Aou (®))'
2 6 -2 2 6 -2 2 -1 3 1 172 3/2
1 20| - [-12 0| - |6 26| - |3 1 -3|=pt
3 6 2 3 6 2 20 2 10 1

PARA RESOLVER

14 Justifica, sin desarrollar, que estos determinantes son cero:

15

-8 25 40 5 5 5
a)[b/5 3 —2D b)D)a b ¢ D
0 27 0 +c a+c a+hb
a) La 12 y la 32 columnas son proporcionales (la 32 es -5 por la 12).

b) Sumamos la 32 fila a la 22

5 5 5 5 5 5
[La b c U=Ha+b+c a+tb+c a+b+cH=
+c a+c a+hb b+c a+c a+b
1
—5(a+b+c)u) 1 D:O (pues tiene dos filas iguales).
+c a+c a+b

Prueba, sin desarrollar, que A es multiplo de 3y B es multiplo de 5:
3 2
[AD=E 7 3] EBD=@ 7 g]
2 3
3 2 3 6 3 2
|A|:[E 7 1U 5 [E 7 12D 5 E 7 4D _. Es mdltiplo de 3.
2 5 2 15 2 5

(1) Sumamos a la 32 columna las otras dos.

(2) Si una columna se multiplica por un nimero, el determinante queda multipicado por
ese numero.

5 2 1 5

5 2 1
|B|:[E 7 GD@Df : 6 5 [E 7 6 - Es mltiplo de 5.
3 9@ Lo 10 15 2 3

(3) Sumamos a la 32 fila la 22
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1
16 ;Para qué valores de a se anula este determinante? (A= [E

11 1 2 10 1
_ 2 -3 8[| _ 22-2.12 -1
'Al‘@ -1 -1 1U‘ 3¢+ 12 Ua+1
1 -1 1 -2 48+ 12 2

=_[8(a+1)-30+6]=-[8a+8-30+6]=-(8a-16)=0 - a=2

O OO
|
N O
5"
1
|
N+
H
N O
o w
L— 1
1

17 Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del pardmetro que
S aparece en ellas:

21 0 2 -1 a
A=[1 1 -2 B=la 3 4
31 a 3 -1 2
10
|A|=[E 1—2U=2a—6+4—a=a—2=0 L a=2
1l a

-Sia=2 - Como|A|:OyDi 1 =120 - ran(A)=2
«Siaz2 - JAI#Z0 - ran(A)=3
-1 a
IBl=[a 3 4D:12—a2—12—9a+8+2a:—a2—7a+8:0 .
-1 2

ao7EVAO+32 _7:Vel _7+9 __—a=-8
- -2 T2 2 T—a=1

Observamos que D—31 gﬂ =1020 - ran (B)=>2

Por tanto:

eSia=1 - |B]=0 - ran(B)=2
Sia=-8 - |B]=0 - ran(B)=2
eSiazlya#z-8 - |B]#0 - ran(B)=3

18 Estudiay resuelve estos sistemas homogéneos:
Ox + 3y +2z=0
b) 3xXx- y+ z=0
8x+ y+4z=0
X+2y-2z2=0
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12 -3 -2

a) X+ y- z:Oﬁ X+ y— z=
0
X =2y + z:OH 12x — 3y - 2z =

0
12x — 3y -2z = X =2y + z:OEA:
0f]
- 1 -27_ _
Como |A|=0y D—Z 1] =-3#0, entonces, ran (A) =2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la 32 ecuacion y pasar la z al 2° miembro:

z 1 1 z
X+ y= z% :D‘Z _ﬂzizi-yzul _ZD=_2_Z:2_Z
X-2y=-z -3 -3 3’ -3 -3 3
Soluciones: (A, Q, )\)
3 3
b) 9x+3y+22=0 9 3 2
3X- y+ z=0 A= 3 -1 1
8x+ y+4z=0 18 1 4
X+2y-22=0 1 2 =2

3 2
Como E -1 1D =-35#0, entonces. ran (A) = 3 = n? incégnitas.
1 4

El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0

19 Resuelve los siguientes sistemas:

Ox+ y+z-t=0 Bx+y io
X +z =0

a)E2x+ y-z+2t=0 b) O, +t=0
Sx+2y + t=0 y+z+t=0

a) X+ y+z- t=0
2X+ y—-z+2t=0
3X + 2y + t=0
Observamos que la 32 ecuacion es la suma de las dos primeras, por lo tanto la
eliminamos. El sistema queda:
X+y+z- t= OE
2x+y—-z+2t=0p
Pasamos al segundo miembro dos de las incOgnitas para resolverlo por Cramer,
teniendo que ser el determinante de la matriz de los coeficientes que quedan en
el primer miembro no nulo:
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x+y=-z+ tO 1
Al = =-1%0
wry= z-2d W=0 1l

Aplicamos la regla de Cramer:

_z+t o 15 . -l —z+tH
|AX|—D;_2t 1D——22+3t, |Ay|—D1 Z_Ztﬂ_sz—m
Solucién: x =2\ -3, Yy=-3A +4, z=A, t=|

b) x +y =0
X +z =0

X +t=0
y+z+t:oH

Se trata de un sistema homogéneo.

11 0 0
1 0 1 P
Al = 10 0 =3#0 - ran(A) =4 =n?de incognitas
01 1 =2
El sistema solo tiene la solucion trivial, x=0, y=0, z=0, t=0.
2x+3y=5
20 Encuentrael valor de a para que este sistema sea compatible: X+2y=1
ax+ y=3
2x+3y =5 2 35
_ . 11l ra= _ _6. 12 3_
x+2y=10 A'=(1 2 1| |A]=6-7a=0 - a——,D =1%0
S i I : 7 U1 2
ax + y =3H a 1|3
Si a= % ran (A) =ran (A') - Sistema compatible.
Si a# % ran (A) #ran (A') - Sistema incompatible.

21 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

_ X+3y- z=-1
a)Ezi‘ng b)@x— y- z=-1
OexX -y = Hox+ y+3z= 5

2 3yeg) wels 2 el ool
2x—y:0EA 2—1’X y’C 0

(1 ‘1)-(’():(2) L AX=C - AT.A-X=Al.Cc - X=Al.C
2 -1 y 0
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Calculamos AL
|A] =1#0 - Existe Al

1

a; [ Adj (A) [ (Adj (A))' . A

B (37 (Y- [ Y)ew

x=(5 1) (3)-(2)

La solucion del sistema es: x = -2, y = -4

b) x+3y- z=-1 1 3 -1 X -1
X— y—- z=-1 A=11 -1 1|, X=[|y|, C=(-1
2Xx+ y+3z=5 2 1 3 z 5

- A-X=C - A‘l-A-XZA‘l-C —

1 3 -1 X -1
1 -1 -1)-|ly|=|-1
2 1 3 z 5

Calculamos A%

- X=A1l.C

|A] =-20 20 - Existe Al

. . 1 .
a; M- Adj (A) . (Adj (A)" - Tag (Adi )
2 5 3 2 5 3 2 -10 -4 L [2 10 =4
105 5| ~|-105 5| |55 0|]-—=[5 5 0
4 0 —4 4 0 -4 3 5 -4 “20\3 5 4

-2 -10 -4\ (-1 -2
20 {3 5 -4/ \5] 20 |3

La solucion del sistema es: x = % y=0, z= %

22 Estudiay resuelve los siguientes sistemas:

X+ y+ z= 2

X-y-2z=2 oy 7y =
a) E2X+y+32=1 b) x 2§+7§:_(::L)
3x + z=3 _
2x+ 3y =0
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a) X-y-2z2=2 1 -1-2|2
2x+y+3z=10 A'=|2 1.3 |1
3x + z=3 3 0:{1 |3

\ZIDAIZIDEI

Como |A]=0y Dg (1) =-3#0, tenemos que ran (A) = 2.

-1 2
Ademas, [E 1 1D = 0. Luego, ran (A") =2 =ran (A) < n? incognitas.
0 3

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de
la primera ecuacion;

Xzs;zzl_z

2Xx+y+3z=102x+y=1-3z 3 3
3X + z2=303X =3-z 7z

y=1l-3z-2=-1-=

Hacemos z = 3A

Soluciones: x=1-A, y=-1-7\, z=3A

by x+ y+ z=2 11 1 2
X-2y-72=0 A= 1 -2 -7/ 0
y+ z=-1 “lo1 1 4
2X + 3y =0 2300
I
A

1 1
Como -2 —7H=5¢0 y JA'|=0,
1 1

tenemos que: ran (A) = ran (A') = n? incognitas = 3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la
cuarta ecuacioén. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0 -2 -7H Hl 0 —7U
11 1 15 0 -1 1 -10
= == =3; = = _—= =22
X 5 5 y 5 5
1 1 2
1 -2 0
:u_i:l
5 5

Solucién: x=3, y=-2, z=1

Unidad 3. Resolucion de sistemas mediante determinantes e



23 Discute los siguientes sistemas segin los valores del parametro m:

Omx+y+ z=4 X+ y+ z=m-1
a)] X+y+ z=m b) 2x+ y+mz=m
0 X-y+mz=2 X+my+ z=1
[] x+ 2y+3z=0 X+my+z=4
[ x+my+ z=0 d 0 x+ 3y+z=5
02X+ 3y +4z=2 mx+ y+z=4
aymx+y+ z=4 m 1 1] 4
X+y+ z=m A={1 1 1 | m
X=-y+mz=2 1 -1 m| 2
o
A
Al=m?-1=0=—" "_ 7
=Si m=1, queda:
11 1] 4\~ e . . .
A'=(1 11 1) ‘_| Contradictorias -  Sistema incompatible.
1-1 172

«Si m=-1, queda:

-1 1 1| 4\
A= ( 1 1 1 —1) ‘ Contradictorias —  Sistema incompatible.
1 -1 -1

2

—

eSimzlym#-1 - ran(A)=ran (A") =n2incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.

b) X+ y+ z=m-1 1 1 1 | m-1
2Xx+ y+mz=m EA': 2 1 m m
X+my+ z=1 1 m 1 1
o
A
[Al=-m2+3m-2=0 - me 3tV9-8_-3+1 —~m=1
-2 2 T—m=2

«Si m=1, queda:

111
A=12 11

111
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1) Contradictorias — El sistema es incompatible.
1 «—




«Si m=2, queda:

1 1:1 1
A=(2 1:2 2). Las columnas 12, 32 y 42 son iguales.
1 2 1|1
I111J
A
11 , L,
Como DZ 1= -1#20 - ran (A") =ran (A) = 2 < n? incognitas

El sistema es compatible indeterminado.

eSim#ly m#2 - ran (A)=ran (A") = n?incognitas = 3. Sistema com-
patible determinado.
0
0
2

X+my+ z=0

c) X+ 2y+3z=0
A
2X+ 3y+4z=2

1 2 3
=1 m 1
2 3 4

IAl=-2m +2=0 - m=1

L

«Si m=1, queda:

12:3(0 Lo 2 0
A={1 11 o] como ]y {]=-1y/[L 1 OD:—Z;#O,
27342 3 2

entonces: ran (A) =2 # ran (A') = 3. Sistema incompatible.

«Si m#1, queda: ran (A) = ran (A") = n? incdgnitas = 3. Sistema compatible
determinado.

d x+my+z=4 1 m1l]|4
X+ 3y+z=50 A=[1 3 1|5
mx+ y+z=4 m 1 1] 4
I
A
4+V16-12 _4+V4 _ 422 m=3
IAl=m?-4m+3=0 - ms= 2 et m=1
«Si m=3, queda:
1 3 1] 4\ . . . .
A=l1 31 5){_| Contradictorias -  Sistema incompatible.
311 4

«Si m=1, queda:
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1 111 4
A'={1 31| 5] Lal?y la 32filason iguales.
11114
1o
A

Ademas Di éﬂ =2#0. Luego, ran (A) = ran (A") = 2 < n? incdgnitas.
El sistema es compatible indeterminado.
eSimz3ym#1l - ran (A) =ran (A") =n?incognitas = 3. Sistema com-

patible determinado.

24 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcién del parametro a:

S
2x- y+ z=0 X+y+ z=0
a) [ x+2y-3z=0 b) Jax +2z=0

3Xx-4y-az=0 2x -y+az=0

a) 2x— y+ z=0 2 -1:1
Xx+2y-3z=0] A=|1 2 -3
3Xx-4y-az=0 3 4 -a

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").
|JA]=-52-25=0 - a=-5
-Si a=-5 C 2 Inos5z0 A) = A) =2
ia=-5 - Como Dl ZD_ ~ ran (A) =ran (A') =
El sistema es compatible indeterminado.

«Si az-5 - Solo tiene la solucién trivial (0, 0, 0).

b) x+y+ z=0 1:1 1
ax +2z=0] A=la 0 2
2Xx-y+az=0 2 -1 a

Como es homogéneo, sabemos que ran (A) = ran (A").

1+V1+24 _1+5 a=-3
|Al=-a2-a+6=0 - a==""% =25 < = 9

. _ 1 14 _ _ N _
«Sia=-30a=2 - Como DO 2D—2¢0 ~ ran(A)=ran (A') =2
El sistema es compatible indeterminado.

eSiaz-3ya#2 - ran (A)=ran (A") = 3. Solo existe la solucion trivial
(0, 0, 0).
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25 a) Considera la matriz A = (1 ) y calcula el rango de las matrices AAt

211
Sy AN

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coe-
ficientes es A'A.

c) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coefi-
cientes es AAL

1 2
(1 0 -1 .
a)A_(2 . 1)ﬁA_(o 1)

-1 1
1 2
1 0-1 2 1
AL = . = 5 =
A-A (211)(0 1) (1 6) rango = 2
-1 1
1 2 5 2 1
At-A=[0 l)(; (1)_11):(2 1 1) ~ rango =2
-1 1 1 1 2
b) Como el rango es 2, seleccionamos el menor
5 2q_
> 1= 1#£0
Podemos suprimir la tercera ecuacion y pasar la z al segundo miembro:
2x+ y=-z(g

La soluciones: x=A, y==-3\, z=A

¢) Como el rango = 2 = n? de incégnitas

El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0

311 0 20
26 Dadas A=|1 -2 0|y B=(1 -2 1}
0 20 2 01
a) Halla A1 y B-L1.
b) Halla la matriz inversa de A - B.
c) Comprueba que (AB)1=B-1.A1

a) |JA] =2#0 - Existe Al

a; [ Adj (A) [ (Adj (A))" .

Unidad 3. Resolucion de sistemas mediante determinantes @
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0 0 2 00 2 0 2 2 L [02 2
20 6| ~(2 0 6] (o0 1]-2L.[o 0 1]=At
2 -1 5 2 1 5 2 6 5 2 \2 6 5
IB] =2#0 - Existe B!
ap M- A@®) M (Ad@) M- g (Adi @)
2 -1 4 21 4 2 -2 2 L2202
2 0 4| ~|=20 4| -{12 00|22 0 0]=B1
2 0 -2 2 0 -2 4 4 =2 2 \4 4 =2
3 -8 2
b)A-B=|-2 6 -2| |JA-B| =4#0 - Existe (A-B)™
2 -4 2
o; [ Adj (AB) [ (Adj (AB)) (L. %H(Adj (AB))!
4 0 -4 4 0 -4 4 8 4 L[4 8 8
82 4| -8 2 4| |0 2 2|-=]0 2 2|=(@B)?
4 =2 2 4 2 2 4 —4 2 4 \4 4 2
L [222) o2 2
c)B1.-A1l==.11 0 0|0 0 1|=(A-B)!
2 \4 4 2/ \2 6 5
110
27 Dada A=|-1 1 2|, determinalamatriz B que verifica B -1 = AIA™L,
S 10 1
110 1 -1 1
A=|-1 1 2| At={1 1 o0
10 1 0 2 1
Calculamos AL
|IA] =4#0 - Existe A1l
ap W AdA) W (AG@) W (Ad ()
1 -3 -1 1 3 4 1 -1 2 L (112
1 1 1| |11 1|3 12|23 1 -2|=at
2 2 2 2 -2 2 11 2 4l 1 2
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Calculamos A!. AL

11—11 1 -1 2 1—3—16
At-A‘lzz-l 1 0f-[3 1—221- 4 0 O

0 2 1/ \-1 1 2 5 3 -2
Bl = Al AL+
L [B L6 1 00\ , [1L-16
B=2.]l4 0 o|+{0o 1 o|=2.{24 4 o
4 \s5 32/ lo o 1/ 4 1\5 3 2

28 Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a = 4:
a

S
X -y
X + a2z=2a+1

X-y+a(a-1)z=2a
X-y = a
X o+ a’z=2a+1
Xx-y+a(a-1)z=2a

Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

1 -1 0
A=|1 0 a?
1 -1 a(a-1)

IAl =a(@a-1) - JA]=0 - a=0, a=1

«Siaz0y a#l, ran(A)=3=ran(A").
El sistema es compatible determinado. Son solucién:
a -1 0

|AX|:}a+1 0 a2 U:a-(az—a—l)
2a -1 a(a-1)

a 0
IAl = 2a+1 a2 U:—a

2a a(a-1)
-1 a
IA,] = 0 2a+1ﬂ=a
-1 2a
a?-a-1 -1 1

La solucién es: x = AV

a-1
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1 -1 0 o

«Sia=0 - A=|1 0 0] - ran(A) =29
1 -1 0 0

0

1 -1 0 o) H
A=[1 0 0 1| - ran(A)=2 0
1 -100 O

El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones:

X-y
X

0
1

|

Solucién: x=1, y=1, z=A

1 -10 O
«Sia=1 - A=(1 0 1 _>ran(A)=%
1 -10 0

0

1 -10 1 0
A=l1 0 1 3) - ran(A)=3 .
1 -10 2 0

El sistema es incompatible.

= Si a =4, se trata de un sistema compatible determinado, resuelto en el primer ca-
S0, con solucion:

11 - -1 __1
*3 YT 373
x 10
29 Sea A=|0 1 3
S x 11

a) Halla los valores de x para los que A tiene inversa.

b) Calcula, si es posible, A1 para x = 2.

a) Existe Al solo cuando |A]z# 0.

10
|A|:[E 1 3D:x¢o si X#0
11

Luego, existe Al paratodo x # 0.
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b) Para x =2, tenemos que |A]=2#0, luego existe Al en este caso. La cal-

culamos:
. . 1 .
a; - Adj (A) . (Adj (A))" - m(Aou A)
-2 -6 -2 -2 6 -2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0| >|-12 o0of~|6 2 6] 13 1 -=3|=A1
3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1
30 Dadas las matrices:
S 31
(-2 0 1 _ (1 2 (-9 3
A‘(l -1 5) B‘(O 1) C‘(3 4) D‘(—s 17)
-12
halla la matriz X que verifica AB + CX =D.
AB+CX=D - CX=D-AB - X=C-l.(D-AB)
= Calculamos C! (JC]|=-2#0 - existe C7Y):
. . 1 .
a; [ Adj (C) M (Adj (C))" - oy (Adi ©))

(4 3) (4 —3) (4 —2) (—2 1 )—C—l
2 1) 7 \=2 1/ 7 \=3 1] T \32 -172/"
e Calculamos A - B:

31
(-2 0 1 (-7 0
A'B'(l -1 5)'(_01 ;)‘(—2 10)

= Por tanto:
x_(—2 1 ) (—9 3)_(—7 0) _(—2 1 ).(—2 3)_(—2 1)
“\3/2 -172 -8 17 -2 10/ “\3/2 -1/2] \-6 7/ \0 1
31 Halla X tal que 3AX =B, siendo:

102 102
011 B=|101

101

A=

1

3AX=B - X=§A‘1-B

Calculamos Al (JA]=-1#20 - existe A™):

1
1Al
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1 -1-1 1 1 -1 1 0 -2 -1 0 2
0-10|]-]10-10|-1]1-1-1] (11 1]=A1
-2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1

Por tanto:
10 2\ (102 12 0\ (13 2/3 0
x=x+l1 1 1.1 0 1|l=2(11 o0|l=|w3 13 0
3 1 0 <1/ \11 1) 3lo-1 0 -1/3 1/3

32 Resuelve la ecuacion A X B =C siendo:

S N

0 Multiplica C por Al por laizquierday por B~1 por la derecha.
AXB=C - Al.A.X-B-B1l=Al.c.B1 . X=Al.c.B1

Calculamos A1 y B1(JA]=1y |B]=1 - existen Aty B):

. . 1 .
a; [ Adj (A) L, (Adj (&))" . Ta Adi W)
(3 4) (3 —4) (3 —2) (3 —2)_A_1
2 3/ 7 \-2 3] 7 \4 3] 7 \-4 3]
. . 1 .
a; [ Adj (B) . (Adj (B))' m- a7 (Adi B
(2 1) (2 —1) (2 —3) (2 —3)_8_1
32/ 7\=32) 7 \1 2/ 7 \1 2"
Por tanto:
3 -2\ (1 1) (2 -3 1 1 2 -3 1 -1
=A1l. .B1= . . = . =
X=A"-C-B (—4 3) (1 1) (—1 2) (—1 -1) (—1 2) (—1 1)
33 Dada A:(2 3), halla una matriz X tal que AXA:(l 1).
S 12 2 3

[0 Multiplica dos veces por A™l, una vez por la izquierda y otra por la derecha.

Calculamos Al (JA]=1#0 - existe AD):

o; O Adj (A) . (Adj (A)) [ IT}I(Adj @A)

B33 -33) - (35w
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Por tanto:

AXAz(; é) - X=A‘1-(1 1)'A’1=(2 _3)'(2 %)(—21 _23):

-3 5] A3 T

34 Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucién y hallala si es posi-

S ble:
-1 1 2 2 -1 0 2 -1 0 -1 1 2
al3 0 -1|{X=|0 1 -2 b)lo 1 -2]X=|3 0 -1
1 2 3 3 0 -1 3 0 -1 1 2 3
-11 2 2 -1 0
a3 0-1|x=lo 1 -2
1 2 3 3 0 -1
oo o
A B

Como |A]=0, no existe Al La ecuacion no tiene solucion.

2 -1 0 11 2
b){0 1 2|x=[3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
| I

A B

Como |A]=4#0, existe Al ylaecuacion tiene solucion.

A-X=B - Al.A.X=zA1l.B - X=A1l.B. Hallamos Al

. . 1 .
o - Adj (A) . (Adj (A))" - ﬁ(Aou A)
-1 6 -3 -1 -6 -3 -1 -1 2 L[ L2
1 -2 3 _>—1—2—3_>—6—24_>Z—6—24:A‘1
2 -4 2 2 4 2 -3 3 2 3 -3 2
Luego:
QA2 12 1[0 385
X=71-6-2 413 0 -1|=-1422
3 -3 2 1 2 3 41 3

Por tanto:

l035 0 3/4 5/4
X:Z422:11/2 1/2

-4 1 3 -1 1/4 3/4
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35 Resuelve la ecuacion:

BRI EHEH

[0 Como AX+B=C -~ X=A1(C-B).

2 05 X 7
11-2] =|-2| Calculamos Al (JA]=16#0 - existe A™D):

y
11 1 z -1
N | —— ——
A X = B
. . 1 .
a; M Adj (A) (Adj (A) - ag (Adi )
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 3 5 -5
57 2| o5 7 =2 2|1 7 9l o L1 7 9|=at
5 -9 2 5 9 2 2 2 2 2 2 2
Por tanto:

3 5 5\ [7 16 1
A-X=B - X=AltB=211|1 7 9| [2|=L]-16]=([
1612 2 2/ \z1) 18116 1

X 1
Luego, (y ) = (—1); esdecir; x=1, y=-1, z=1
z 1

36 Resuelve la ecuacion:

112 200 110
3 46|-1112)=|1010

X
4 2 9 2 01 012
112 2 00 110
Sea A=|3 4 6|, B=|1 1 2]y C=|0 1 0| Entonces:
4 29 2 01 01 2

X-A-B=C - X-A=C+B - X-A-Al=(C+B) Al _

L X=(C+B) Al

110 2 00 310
C+B=|0 1 0]+|1 1 2|=(1 2 2

01 2 2 01 2 1 3
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3 4 6| - JA]=1#0 - Existe Al
4 2 9

A=

Calculamos A~

ay - Adj (A) . (Adj (A))" - AT A| 1 (Adi (M)
24 3 -10 24 -3 -10 24 -5 -2 24 -5 =2
5 1 2| 5[5 1 2 |13 1 0| 1-3 1 0f=A1
-2 0 1 -2 0 1 -10 2 1 -10 2 1
Por tanto:
310 24 -5 =2 69 -14 -6
X=1122|-1-3 1 0]=(-2 1 0
2 1 3 -10 2 1 15 3 -1

37 (Existe algin valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones?

3Xx-2y-3z= 2
2x+ay-5z=-4
X+ y+2z= 2

3X-2y-3z= 2 3 -2 -3

2Xx+ay-5z=-4 A'=|2 a -5 4

X+ y+2z= 2 1 1 2
oooo™

A
|IA]=9a+27=0 - a=-3

«Si a=-3, queda:

3 2:1-3] 2
A=l2 3.5 4
1 1 2 2
3 -2 2
Como DZ SD——S y & —13 —4 = 20, entonces:
ran (A) =2 #ran (A') =3 - El sistema es incompatible.

eSia=-3 - ran(A)=ran (A')=3 - Compatible determinado.

Por tanto, no existe ningln valor de a para el que el sistema tenga infinitas so-
luciones.
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38 Prueba, sin desarrollar el determinante, que:

X X+1 xX+2

[tzx+3 x+4U:o
X+5 X+6

[J Resta la primera fila a la segunda y a la tercera.
X+1 x+2 12 X+1 x+2

g X+3 X+4||= 22-12 [E 2 2 U=O,
X+5 X+6 3¢-1e 4 4

pues las dos Ultimas filas son proporcionales.

39 Calcula:
1 2 3 4 1mOO O
+a 2+a 3+a 4+a 01 mOo
|l a a a a b)1lo 0 1 m
5 6 7 8 0001
a) 1 2 3 4 1 4

= 0+0=0

2
2
a 2
6

~N Y ww
oD DN
N Y w

) "

1
+a 2+a 3+a 4+a _ 4 +
a a a a (1) a
5 6 7 8 8

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Hay dos filas iguales en cada uno de los determinantes.
b) 1 m 0
1 m Of]_
[E 0 1 mU =1
0 0 1

pues es el determinante de una matriz diagonal y los elementos de la diagonal
son 1.

a a a
40 Obtén en funcién de a, b, ¢ el valor de: Ba+ b a aﬂ
a a+c a

[0 Resta la tercera columna a las dos primeras.

a a a 12 — 38 0 —C 0

Ba+b a aH: 2838 [t —C OH:aDS :ED:abc
a a+c a 32 a+c a
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41 Sabiendoque |@ b CU:S, calcula:

y z
1 1 1 abec
a) +7b+7c+7D b)nyZD
x/2 yl2 z/2 111
1 1 1 1 1 1 1 1 1

a) +7b+7c+7ﬂa)ﬂa b cD+D7 7 7D(§)
x/2 yl2  z/2 x/2 yl2 z/2 X/2 yl2  z/2

11
:%@bcﬂ+0:%-5:%
Yy Z

(1) Descomponemos el determinante en suma de dos.

(2) Sacamos % factor comun de la 32 fila. El 2° determinante es 0, pues las dos

primeras filas son proporcionales.

b ¢ b c 11
b)EE y zD:—[E 1 1U: b cﬂzs
e y AO0 3

(1) Cuando cambiamos de orden dos filas consecutivas, el determinante cambia
de signo.

42 Calcula los valores de a para los cuales el rango de A es menor que 3:

_ 1 0-1 ¢Puede ser ran (A) =1 pa-
A=10 a3 ra algtin valor de a?
4 1 -a '
1 0 -1
A=|0 a 3
4 1 -a

El rango de A es menor que 3si |A] =0.
1Al =-(a-1)(a-3)
JAl] =0 si a=10 a=3

Portanto: si a=1 o0 a=3 - ran(A)<3

= El ran (A) no puede ser 1, porque si nos fijamos en el menor:

2 3m2 -12 # 0, independientemente del valor de a.
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43

44

45

46

47

48

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro
ecuaciones y tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su solucién?

Al ser el sistema homogéneo con 3 incégnitas, tenemos que ran (A) = ran (A") =
= n? incognitas = 3. El sistema seria compatible determinado. Por tanto, tendria co-
mo solucién Unica la solucion trivial (0, 0, 0).

En un sistema de igual numero de ecuaciones que de incégnitas, el determi-
nante de la matriz de coeficientes es igual a 0.

a) ¢Puede ser compatible?
b) ¢Puede tener solucion Unica?

¢) /Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si ran (A) = ran (A') < n? incognitas.

b) No, pues al ser ran (A) < n? incégnitas, el sistema no puede ser compatible de-
terminado.

¢) Si, si es compatible, pasando al 22 miembro las incognitas que sea necesario.

¢Qué condicién debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?

La condicién necesaria y suficiente para que una matriz, A, cuadrada tenga inver-
sa es que su determinante sea distinto de cero, es decir, |A]# 0.

Sean A y B inversas unade otra. Si [A=4, ;cuanto vale [B[?

Si A y B son inversas una de otra, entonces A - B =1. Asi:
1 1

A-Bl=1Al IBI=IIl=1 - |Bl=++==>
IA-Bl=|Al - IB]= 1] 1BI= 147 = %

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con
tres incognitas es igual a 1.

¢Qué rango, como maximo, puede tener la matriz ampliada?

Como méaximo, la matriz ampliada podra tener rango 2.

a a?

_2) no tenga inversa?
1 a 9 '

(Existe algun valor de a para el cual la matriz (

Da a2 -

L ZD =a?-a%+2=2#0 para cualquier valor de a.

Por tanto, no existe ningun valor de a para el que la matriz dada no tenga inversa.
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49 a) (Para qué valor de a este sistema es compatible determinado?

X -2y =1
y+ z= a

X -3z=-1
H y-z= 2

b) ;Puede ser compatible indeterminado?

a)X—2y = 14 x -2y = 10 12 01
y+ z=a[]x -3z=-1 ao|l 0 4
o T y-z=-=2 01 -1 2
y- 2= ZE y+ z=2 011 a
o |
A
-2 0
[E 0 —3Uz1¢0 -~ ran (A) = 3 = n? incdgnitas
1 -1
1201 12 1 -2 0 1
0 -3 -1 S 5 _3 _o 3 2
IA'IZE 1 —1 ZD: 32 [E 1 _1 2U: _1 ZD:a—lll-:O
1 1 a 42 1 1 a 1 a
- a=14

Por tanto, E- Si a=14 - ran (A) =ran (A") =3 - Compatible determinado

0= Si az1l4 - ran(A)=3#ran (A') =4 - Incompatible
b) No, por lo que hemos visto en el apartado anterior.

50 Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

3 X X X
X 3 X X
UXX3XD
X X X 3
3 X X X 3+3x X X X 1 X X X 12

3 X X +3x 3 X X 3 X X 2a _ 12
@x SXU(?)E+3X x 3 Xﬂé)(3+3X)[EX 3XU:3ﬁ—lﬂ
X X 3 +3x x x 3 X X 3 AP =1

X

X

1 X
3-x 0 0. -x 00
B+39 | o 3-x o0 ||5@*||0 3-x oﬂ_
0 0 3-x 0 0 3-x

=(3+3x) (3-x)3=3(1+x) (x-3)3
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(1) Sumamos a la 12 columna las demas.
(2) Sacamos (3 + 3x) factor comun, de la 12 columna.

(3) Desarrollamos por la 12 columna.

Discute los siguientes sistemas segun los valores de los parametros que con-
tienen:

X-3y+z=a X—y+ z=2
a) Ox -z=b b) f02x+3y- 2z=-8

X +tz=c AX+ y+az=>0b

a) x-3y+z=a 13 1| a
X -z=b A=(1 0 1| b
X +z=¢C 10 1 c

I
A

|[A]=620 - ran (A) =ran (A') =n?incognitas - El sistema es compati-
ble determinado para cualquier valor de a, b yc.

b) x- y+ z= 2 1-11 2
2Xx+3y-2z=-80 A=|2 3 -2 | -8 |JAl=5a=0 - a=0
4x+ y+az=b H 4 1 a b
]

«Si a=0, queda:

111 2) o, -1 2
A=|2.3 -2 8L, ;[]=5%0; |2 3 —8D=5b+20=0 . b=-4
4 1 0 | b 1 b
I
A

eSia=0y b=-4 - ran (A) =ran (A') = 2 < n?incdgnitas. El sistema es
compatible indeterminado.

eSia=0y b#-4 - ran(A)=2#ran (A") = 3. El sistema es incompatible.

«Si a#0 - ran (A) =ran (A') = n?incognitas = 3. El sistema es compati-
ble determinado, cualquiera que sea el valor de b.

Unidad 3. Resolucién de sistemas mediante determinantes @



