DERIVADAS.
TECNICAS DE DERIVACION
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Tangentes a una curva

N
n \\

/'

B Halla, mirando la grafica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).

F13) =0, f(9) = % F14) =1

B Di otros tres puntos en los que la derivada sea positiva.

La derivada también es positiva en x = -4, x = -2, x=0...
B Di otro punto en el que la derivada sea cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada sea negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x=5...

B Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x €[a, b], entonces

[1(x) > 0.

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces f'(x) > 0.

4
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Funcion derivada

B Continua escribiendo las razo-

nes por las cuales g(x) es
una funciéon cuyo comporta-
miento responde al de la deri-
vada de f(x).

e En el intervalo (a, b), f(x) es
decreciente. Por tanto, su deri-
vada es negativa. Es lo que le
pasaa gx) en (a, b).

e La derivada de f en b es O:
Jf1(b)=0. Y también es g(h) = 0.

e En general:

gl = f/(x) = 0 donde f(x)
tiene tangente horizontal.

g =f"(x) >0 donde f(x) es creciente.

gx) = f"(x) <0 donde f(x) es decreciente.

B Las tres graficas de abajo, A,

B, y C, son las funciones de-
rivadas de las graficas de
arriba, 1, 2, y 3, pero en otro
orden. Responde razonada-
mente cual es la de cada
cual.

DB
2)A
3C
La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal,
es positiva donde la funcion es

creciente, y es negativa donde
la funcién decrece.
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1 f(x) = {12—_3;,

x<2
x>2

¢Es derivable en x, = 2?
lim f(x)= lim (2-3x)=-4
x =2 x =2
lim f() = lim (- 3)=1
X =2 X =2
La funcén no es continua en x = 2, pues lim_f(x) # lim f(x).
X =2 X =2

Por tanto, tampoco es derivable en x = 2.

x<2
x> 2

2. fG) - { 2y

¢Es derivable en x, = 2?
lim f(x)= Ilim (2-3x)=-4

x =2 X — 2
lim f(x)= lim (x*- 8)=-4

x =2 x =2

La funcion es continua, pues:  lim_f(x) = lim_f(x) = f(2) = —4.
x—2 x—>2

f’(x)={_5 sio x<2
2x si x> 2

S 2)==3=/,Q2" =4

Por tanto f (x) no es derivable en x = 2.
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1-x 1-x
a)f(x)=1+x b) f(x) = 1+x
_ . 1=-x _1-igx
c)f(.anc)—ln1+ d)f(x)_1+tgx

) f(x)=InVe8*

1-1gx
e) f(x) = \/m

g) f(x) =V3*+*1 h) f(x) = log(sen x - cos x)?

i) f(x) = sen? x + cos®? x + x
k)f(x) = 7sen(x2+ 1)
m) f(x) =Vsen x + x? + 1

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién

j)f(x)=senVx+1-cosNx—1
D f(x) = sen(3a5—2Vx +32x)
n) f(x) = cos?Vx+(3-x)?

©



ooy —1-AQ+x0)-0-x-1_ -1-x-1+x _ 2
S 1+ 2?2 A+ (+x0?

b) Utilizamos el resultado obtenido en a):

1 -2 -1
f/(x) - . =
) T—x A+x0? V-0 +x3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
fay-—L =2 20+w 2
1-x Q+x? A-00+x? 1 — x?

1+x
De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

S =In(1-x) —In0+x). Derivamos:

-1 1 —1-x-1+x —2
"(x) = _ - =
J'@ 1-x 1+x 1 — x2 1 — x?

d) f1(x) = -1+ tgz 0 +1gx) -1 —1gx) - (1+ fgz X) _
(1 + 1g x)?

_ A+l —tgx—1+1gx] _ =200 +ig* x)
(1 + 1g x)? (1 + 1g x)?

De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):

S0 = — =2 “Dltg x| = -2 1+ tgz x) = -2(1 + lgz X)
(1 + g x)? (1 + 1g x)? (1 + tg x)2

e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):

1 S =201 + g% x) _ —(1 +1g* %)

5 [1-1gx (1 + 1g x)? V1 - 1g 01 + 1g 203
1+1gx

También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).

S0 =

£ flo) = Nel®* =[pe®»/2= _tgzx

oo 1+ 1g%x
S0 —

Q) f(x) =33+ T =30+ D/2

f/(x)=3(x+l)/2.%.ln3= 11725 ENEEES

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



h) f(x) = log (sen x - cos x)* = 2[log (sen x + log (cos x))]

cosx 1 —senx 1 2 cos’x—sen*x _

senx In10 cosx In10 - In 10 Sen x - cos x

Fi) =2

4 cos’x—sen*x _ 4  cos2x _ 4

" 10 2senx-cosx 10 sen2x  In 10 - 1g 2x

De otra forma:

f(x) = log (sen x - cos x)% = 2 log (sen zx)
1 cos 2x 4
i =2. ) _
S0 n10 sen2x  In10 - 1g 2x
2

D fx)=sen?x+cos?x+x=1+x
S =1
cosNx +1-cosVx —1 + sen\lx+l-(—sen \/x—l) _
2Nx + 1 2Nx -1

_ cosNx+1-cosNx—1 senNx +1-senNx—1

2Nx + 1 2Vx -1

k) fi(x) =7%n+ Dy 7 D[sen (x? + 1)] = 7sen@+ D By 7 20 - cos (k2 + 1)

S =

3
D f10) = cos (Bx® — 2V + V2 ) - (15x4 N 2 )
g ( ) Vx o 33w

! (cosx + 20) = —SB8XT ch

2\Nsen x + x2 +1 2Nsen x + x% + 1

m) f'(x) =

n) f'(x) = 2cos Vx+G-n? - [—Sen m] « 1; 26— D _
Vix + (3 - x)2)?

_ —2cos Vx+ B-x2sen Vx+3-02 2x-5) _
3V + 3 - w0?)?

_(5-2x) -sen (2 Y + (3 - x)?)
3V(x + (3 - x)2)2

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién o




2. Halla las derivadas 12, 22 y 32 de las siguientes funciones:

a)y=x> b) y = x cos x c)y=sen? x + cos* x + x

ay=x>

= 5x% "= 2003 "= 60x2

b)y = x cos x
y' = cos x —x sen x
Y= —=sen x — sen x —x cos x = —2sen x — X cos x

"= -2c0s X — cos x + x sen x = —3c0s X + x sen x

2

Oy=sen’x+cos?x+x=1+x

yl=1; y//=o; ym=0
i
2\3x2

3 15
e B i o xl/2. 313 413 gt 3215 . i . 13/30 - Vo - ot 13730
25“,3962 2. 31/5 - x2/5 2 2

3. Calcula f'(1) siendo: f(x) =

[ =

S = % : ;—g x17/30 % T

15 . )4
Por tanto: f'(1) = 15\/67%

4. Calcula f'(n/6) siendo: f(x) = (cos?* 3x — sen?* 3x) - sen 6x

S0 = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x = cos 6x - sen bx = sen 12x
S0 = w = GOcos 12x
Por tanto: f % =6~60512Tn=6~cos(2n)=6~1=6

5. Calcula f'(0) siendo: f(x)=InVx?>+x+1 — % - 2x + 1)
3

) =InVx?+x+1 —L(2x+1)2=lln(xz+x+1)—i(2x+l)2
/ aF 2 a
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f,(x)=l, 2x + 1 —i~(2x+1)= 2x+1  4@x+ D _ 2x+1
2

rx+l V3 202 + 20 + 2 NEY 22+ 2+ 2
8x+4  —16x3 —24x? + V3 - 24)x + V3-8
NES V3 (2x2 + 2 + 2)

b . ,(O)_M
or tanto: f7(0) = 3
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2
1. Estudia la derivabilidad en x, = 3 de la funcién: f(x) = { x°—3x, x<3

3x - 99 X > 3
e Continuidad en X, =3
lim f(x) = lim (x*—-3x) =0 lim f(x)=/f(3) =0
x—3 x—3 x—3
lim S = lim R3x—-9) =0 Por tanto, f(x) es continua en x, = 3.
x—3 x—3

e Derivabilidad en Xy = 3:

lim _f'(x) = lim (2x-3)=3=/(3)
x—3 x—3 Las derivadas laterales existen
lim +f,(x) - lim +(3) =3 =fr(3+) y coinciden.
x—3 x—3

Por tanto, f(x) es derivable en x, = 3. Ademas, ['(3) = 3.

2
2. Calcula m y n para que f(x) sea derivable en R: f(x) = {x 2—mx+5, x<0
X+ mn, x>0

e Si x#0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
e Continuidad en x = 0:

lim f(x)= lim (x*>—mx+5)=5
x—=0 x—0

Para que f(x) sea continua en x =0, ha

lim f(x)= lim (x*+n)=n
- 0 deser: n=5

x—0 X —
S =5
e Derivabilidad en x = 0:
lim_f'(x) = lim Qx—-m)=-m=f(07)
x—=0 x>0 Para que sea derivable en x =0, ha
lim +f’(x) _ lfm+(—2x) =0 =700 deser: —m=0 — m=0
x—0

x—0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m =0y n=>5.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Definicion de derivada

1 Halla la tasa de variacion media (TVM) de las siguientes funciones en los in-
tervalos: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]
a) f(x)=x%+1 b) f(x) =7x -5
A f(x)=3 d) f(x) =2%

¢En cuales de ellas es constante la TVM? ;Qué tipo de funciones son?

a) flx) =x?+1

En [-3, 1] N TVM. = Jw _ 4
En [0, 2] & Tvm =2 ;.f(O) _,
En [2, 5] - Ty, = L8 2/2 ;f @ _,
2
En[l,1+h] - T.v.M_=f<1+h£—f(1> _h ;Zh L
b) f(x) = 7x =5
En [-3, -1] - TV.M. = }%@ =7
En [0, 2] N TVM. = L@ ;f(o) _
En [2, 5] — TV.M. = f(S) ;f(z) -7
En (1,1 +h] - T.V‘M,=M=E=7
h h
o flx)=3
En [-3, —1] - TV.M. = w -0
En [2, 5] - Ty, = L2 =/2 ;f 2 _y
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En (1, 1+ h] = TVM. = M 0
d flx) = 2*
En 3, 1] ) . B
En [0, 2] N TVM. = Ji®) gf(O) _ %
En 12, 5] > TVM = w _ ?
En (1, 1+ hl S vm = LA h}? —-f 2 (21;12 D

La funcién b) f(x) = 7x — 5 es una funcioén afin y la T.V.M. es constante.

La funcion ¢) f(x) =3 es una funcion afin y la T.V.M. es 0 (constante).

Halla la T.V.M. de la funciéon f(x) =-x%+ 5x —3 en el intervalo [2,2 + h] vy,
con el resultado obtenido, calcula f'(2).
S =—=x*+5x-3 en [2,2+h]
JQ2+h —-f2  -h*+h
h B h
@)= Ilim (<h+1D=1
x—>0

=-h+1

Utilizando la definicion de derivada, calcula f'(3) en las siguientes funciones:

D=2 B --d QS (x-5 DS I
e fGAW /G _ . GWD 3
vS@ = h T T
e o JGrh—f3) _ . h+6h _
bIS) hh:no h hhino h 6

. ) )
o f'(3) = lim [G+)-fB) _ Jim h?—4h _ B
h—0 h

h—0 h
iy - g SO B —2h =2
d f1(3) hhi?jo h hhzlo Oh +3h2 9

Calcula la funciéon derivada de las siguientes funciones, utilizando la defini-
cion:

Dfx) =21 Df@=32-1  Of@=—15  Df@)=x-x
sh
o e St o 25
DS100 = hhzio h - hlf o h 2
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Oy = i LEF D =0 6xh
b/ = lim. h B h o
oy = i L&D =0 —h
S G0 = lim b D b2 b
= lim -1 —
T hS0 (=2 (x+h-2)  (x-2)72
S (C R D LY/ C M GRS 5 N
h—o0 h h—0 h

5 Calcula, aplicando la definicion de derivada, f'(2), f'(-1) y f'(x), siendo

S(x —le
2+h-1_ 1 1+h 1
o P = fim LETV-S@ g, 2+h 2 g, 2+h 2
h—=o0 h h—o0 h h—o0 h
2+2h-2-h
. 22+h h 11
= a h B T RS S TN Towa R
-1+h-1
A —fD) 1+h
° /(-1 = hmf = lim =
S h—0 h h—0 h
= lim —l+th-1+2-2h lim _=h lim ! i=1
h—0 (-1 +hh h—oo 1+hh K50 —1+h -1
x+h-1 x-1
P (x+h) —f(x) P x+h X
° 1 = lim 4;‘—= lim =
f(X) h—o0 h h—0 h
xX2+xh—-x-x*+x—-xh+h
o (x + h)x L h p 1 _ 1
s h S G T G a2

6 Comprueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion f(x) = Vax
no tiene derivadaen x = 0.

Intentamos hallar f"(0) usando la definicion de derivada:

[ = lim SO of©® oy, b0 VR
’ -0 h h—0 h h—o h
P 1 1
= }lzmo _h = T Por tanto, f(x) = Vx no tiene derivada en x = 0
h —
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Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = e* en el intervalo [2;

2,001] y comprueba que su valor esti muy proximo a e?.

. _ [Q00D —f(2) _ e? _e?
TVM. [2 2,001 = 257005 e g0

e? =7,3891. Los dos valores estin muy proximos.

8 Dada f(x) = {2" g 3 : x;; , halla £'(1) y f(3) utilizando la definicion
x— x>
de derivada.
‘f’(l)= lim Ja+h - - lim 2A+h-3-CD _
h—o0 h h—0 h
- fpm 2¥2h-3+1 o 2h o
h—-0 h h—0 h—-0
« (3= lim [B+-f® . G+h-D-2 . 3+h-1-2 _
h—o0 h h—0 h h—0 h
= lim1=1
h—0
Reglas de derivacién
9 Calcula la derivada de las siguientes funciones:
_a%-3 o x+1 _ 3x? _ x |4
Wy=2T3  WrgTar 9= dy=(os-g
Dy = 2x (P +3) - WP=3) 2x _ 12
Y 2+ 372 2+ 3)?
Q-+ e+ 2Q-x) _ x+4
Dy -x' C—xr
6x-<x+v}>—3x2-(1——1 )
Oy = 2Vx) _ o2+ 6o - )
(x + V)2 2\Vx - (or V)2
T S P " S PR Al
D=1 (0’5 10) 5 (0’5 10)
10 Halla la derivada de estas funciones:
__ X ESED O .1 _senx
a)y_(.ﬂtc+1)2 b)y—( ) Ay= sen x dy= cos x

3 (x+ DP— o3 2 (x+ D) _ % (x+ 3)

a) Yy = (x+ 1)4 (x + 1)5

b)y/=5'(xz;1)2' 2x-x— 2+ D =3_(x2+1)2‘ x -1

2 X X2

X

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



2

Q) yr = TGOS X Q= cos? x + sen’x 1
VT e x Y cos® x cos® x
11  Deriva las funciones siguientes:
a2
a)y=e4x(x—1) b)y=% A y=\N2% dDy=mQx-1)

Dy =4 (x-D+e 1= (4x-3)

Lo 2-0-x0-F-0-x0?-e¢" 2-0-0-0-x%_ —x*+4x-3
by = ) o T

Oy = 2¥ -2 271 n2
PN NP

2
2x—1

[oN

Z

=
I

12 Deriva estas funciones:

aAy=m(x*-1) b)y=mVl-x c)y=m—:c d) y = sen? x?
e
2X
)y = =2
Y x2 -1
L
by’ = 2Nl - _ -1
%-ex—lnx-ex %—an . ;
Oyl = _ —x-Inx
Y e er x - e

2 2

d)y’=2x-2" senx*- cos x* = 4x - sen x> - cos x

13 Calcula la derivada de estas funciones:
DYy =4 (x-D+eP 1= (4da-3)

21— —1-x%e" _ 2-1-2-(10-x% _ —x*+4x-3
b)y B er B X B X

2% n2  2x-1l.Ip2

D TGE T

2
2x—1
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dy'=




14 Deriva las funciones siguientes:

a)y=log2% b) y = Vsen x2 Ay= i+§": dy=Vx+Vx

a) y = log,1 - log,x

y’=_l-L
x In2
by y' = 2x - cos x?
Y 3Vsen? x?
2-(1-20+0+2x) -2 4
) (1 —2x)? (1 —2x)?
o y'= =
5. /1+2x 5. 1+ 2x
1-2x 1-2x
_ 2 _ 2
1-2x)3(1 + 2
(1o afLr2x VA -20%0+ 20
1-2x
1+ 1
o 2x 2lx+1 2Vx+ 1
dy’'=

2 x+\/;_ 4\x - Vx+Vx ) 4 x2 + x\x

15 Halla la derivada de:

a)y=\lx\/; b)y=ln\/ X
x+1

o) y=In(senVe*) dy-= x=1
x+1

4 3
a)y=\/x73 - yl=—
4 \x

b)y=%-(lnx—ln(x+1))

/=l.(l_ 1 )= 1
S P 2x2 + 2x
e cosex
Oy ———
2 - sen Ve~
x+1-x+1
2
Ay’ = x+ D 1
2,\/x_—1 V=D - G+ 13
x+1
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Continuvidad y derivabilidad

16 Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones en los

puntos que se indican, y represéntalas:

a)f(x)={3-§—]_ si x<1 en x=1 b)f(x)={;22

x“+xsi x>1

C)f(x)={2x_1 st <3 o x=3 d)f(x)={

x2—4 si x>3

a) Continuidad en x =1:
lim f(x)= Ilim Bx-1)=2
x—1" x—1"

f(x) es continua

im fQo) = lim (x*+x) =2
x—1" x—1" en x=1.

J =2

Derivabilidad en x = 1:

f/(x)={ 5o shasd
2x+1 si x>1
?Sgiz} S0 es derivable en x=1 y f(1) = 3.

b) Continuidad en x = 0:
lim f(x)= lim (—x* =0
x—0 x—>0

/(x) es continua

lim f(o) = lim x*=0
x—0" x—0" en x=0.

fO=0

Derivabilidad en x = 0:

F0 = { —2x si x <0
2x six >0
j:g)):; i (())} S(x) es derivable en x=0 y f(0) =0.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién

3x—2 si x<2
3x+1six>2

si x<0
si x>0
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¢) Continuidad en x = 3:

lim f(x)= Ilim Q2x-1)=5 Grifico:
x—3 x—3
lim f(x)= lim (x>—4) =5 f(x) es continua z
x—3" x—3" en x = 3. 10
f(3) =5 S
AREEY,
Derivabilidad en x = 3: 5
f,(x)={ 2 six<3 >
2x six >3 1
—3-2-1 3
S3I=2 f(x) mno es derivable en x = 3.
S3D =6
d) Continuidad en x = 2: Grifico:
lim fGo = lim Gx-2) =4 f(x) no es continua 10
x—=2" x =2 en x =2 4 /
, ) (tiene una discontinui- -
xlz_r)nff G = xh_tnf Gx+ D=7 gad de salto finito). 6
1/
Derivabilidad en x = 2: B
Como f(x) no es continua en x = 2, tampoco es deri- ===l /12
vable en ese punto. 4
A
&3
-5

17 Comprueba que f(x) es continua, pero no derivable, en x = 2:
_Jin(x—-1) si x<2
S {3x—6 si x>2
Continuidad en x = 2:
lim fo)= lim In(x-1D=m1=0
x =2

x =2

lim f(x)= lim Gx—6)=0 f(x) es continua en x = 2.
x—2" x—2"

J@2 =0

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién é



S0 =

Derivabilidad en x = 2:

1 si x<2
x_

3 siox>2

J'(2)=1] Como las derivadas laterales no coinciden,
f@2H=3 S no es derivable en x = 2.

Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:
0 six<oO
S =1x% si 0<x<1
x six21
Continuidad:
eSi x#2#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

eEn x=0:

lim f(x)= lim 0=0 ‘

x =0 x =0

lim [0 = lim x% =0 lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcién es continua
x—0" x—0 x=0 en x=0.

S =0

*eEn x=1:

[N
Il
—_
,

lim f(x)= lim x
x =1 x—1
} ; lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcion es continua
lim fx)= Ilim x=1 x—)lf J _
x—=1" x—1 en x=1.

S =1
La funcion es continua en IR.

Derivabilidad:
°Si x#20 y x#1 — La funcion es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 si x<O0
S =92x si 0<x<1
1 si x>1

*En x=0:
10 =0= /(0. Portanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0) =0.

*En x=1:
S =2=2/(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



La funcion es derivable en IR — {1}. Su derivada es:

0 si x<O0
flo=42x si 0<x<1
1 six>1

19 Prueba que la funcion f(x) =|x + 1| no es derivable en x =-1.

Continuidad en x = 2:

Fo0 = e 1] {

-x—-1 si x<-1
x+1 si x=2-1

JS(x) es una funcion continua, pues es la composicion de dos funciones continuas.
Su derivada, si x # -1, es:

J'Co = {

-1 si x<-1

1 si x>-1
Las derivadas laterales en x = -1 son:

S'E1D =-1] No coinciden; por tanto, f(x) no es
fl=19H =1 derivable en x = —1.

20 Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcion:

f(x)={x2—1 si x<1

x—-1 si x>1

Continuidad:

Si x#1— f(x) es continua, pues esta formada por polinomios, que son funciones
continuas.

En x=1— /lim f()= Ilim (x*-1)=0
x—1" x—1

p , (x) es continua en x = 1.
lim fQ) = lim (x-1)=0 S
x—1 x—1

S =0

Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Derivabilidad:
Si x#1: f(x) es derivable y su derivada es:

1o = {

2x si x <1

1 six>1

En x = 1: Hallamos las derivadas laterales:

SAD =21 No coinciden, luego, f(x) no es
/(A" =1( derivable en x = 1.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



21 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

(%) = {e‘x si x<0

1-xsi x>0

Continuidad:

Si x#0: f(x) es continua, pues esta formada por funciones continuas.

En x=0:

lim f(x) = lim e¥ =1
x—>0 x—>0

lim flx)= Ilim (1-x)=11% f(x) escontinua en x = 0.
x—0" x>0
JO@ =1
Por tanto, f(x) es una funciéon continua.

Derivabilidad:

Si x#0: f(x) es derivable y su derivada es:

—o¥ si <
f’(x)={ e si x <0
-1 six>0
En x = 0: Hallamos las derivadas laterales:
S0 =1 Coinciden, luego, f(x) es derivable
en x=0.

S0 =-1
Por tanto, f(x) es una funcion derivable.

22 ;En qué puntos no es derivable la funcion f(x) =|x2%—4|?

Jf(x) es una funcion continua, pues es la composicion de funciones continuas. La
definimos a trozos:

X2 -4 si x<=2
SO =1-x2+4 si 2<x<2
X2 -4 si x> 2

Si x#-2y x#2, ["(x) es derivable y su derivada es:

2x  si x <=2
Sl =9 2x si 2<x<2
2x  si x> 2
En x =—2: Hallamos las derivadas laterales:
f12) =4
fr(_2+) = 4

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 0
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En x = 2: Hallamos las derivadas laterales:
S2H=-+4

(2 = 4 } f(x) no es derivable en x = -2.

Por tanto, f'(x) no es derivable en los puntos (-2, 0) y (2, 0).

PARA RESOLVER

23

24

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién

3x—1si x<2
x2+1 si x>2

Dada f(x) = {

a) Calcula f'(1) y f'(3).
b) Comprueba que f'(27) # f'(2%).
Si x#-2: f'(@) es una funcion continua, pues estd formada por polinomios, que
son funciones continuas.
En x=2: [lim fx)= Ilim Bx-1 =5
X =2 x =2

lim f(x)= lim (x®>+1) =5 f(x) es continua en x = 2.
x—2" x—2"

J2) =5
Por tanto, f(x) es una funcién continua.

Si x#2: f(x) es derivable y su derivada es:

3 six<?2

2x six > 2

S0 = {

a) /(D) =3; [1(3) =6

b) f1(2) =3
f/(2+) — 4

} no coinciden

Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Observando-
la, di el valor de:

S'ED, Dy 3 2

¢En qué puntos no es derivable? 7 ]

S D =0; /(D =05 f1(3) = 2

No es derivable en x=0 nien x= 2.



25 ;Cuantos puntos hay en esta funciéon que no tengan derivada?
y=|a?+6x+8|
oo —62V36-32 _ —6V4 _-6x2 __—X=2

x2+6x+8=0 —

2 2 ) TT—x=-4
X +6x+8 si x<-4 2x + 6 si X < —4
Y=9-x*—6x-8 si-4<x<4 Y=91-2x-6 si-4<x<-=-2
X +6x+8 si ox>-=2 2x+6 si x>-=2

La funcién es continua, pues es el valor absoluto de una funcién continua.
En x=-4 — p'(-4)=-2#y'(-4") =2
En x=-2 — p'(=2)=-2#y'(-2") =2

La funcion no es derivable en x=—-4 nien x=-2; es decir, en (4, 0) y en (-2, 0).
Son dos puntos “angulosos”.

26 Calcula ay b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

S f(x)={ax2+1x si x<2
x2—bx—4 si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
eSi x#2 — Lafuncion es continua, pues estd formada por dos polinomios.
e En x=2:

lim_ f(x) = lim (ax*+3x) = 4a + 6
x— 2 X — 2

lim f(x) = lim (x*—bx —4) =-2b
X — 2 X — 2

fQ2)=4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = —2b, es decir, 2a + 3 = b, o bien
b=-2a-3.

Derivabilidad:

Si x#2 — lafuncidn es derivable. Ademas:

S = {

En x=2:

f1@2) =4a+ 5} Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
S@H=4-b [ b=—4a+1.

2ax + 3 si x <2
2x—b s x> 2

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

£ =da+3
f2H=4-b }

Por tanto, para que [f'(x) sea derivable en todo R, hadeser a=2 y b=-7.

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



27 Observa las grificas de las ) b) <)

siguientes funciones e indi- \\ /

ca en qué puntos no son de- \ 1/ - T
rivables. 4 \\

¢Alguna de ellas es deriva- )i— 2 N 2 -

ble en todo R? N\ T T

a) No es derivable en x =-1 (tiene un punto “anguloso”) ni en x =2 (no estd de-
finida la funcion).

b) Es derivable en todo R
¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

x3—x si x<0

28 1afuncion f(x) esta definida por: f(x) = {
ax+b si x>0

Calcula a y b para que f sea continuay derivable.

Continuidad:
e En x#0 — La funciéon es continua, pues esta formada por dos polinomios.
*En x=0:
lim f(x)= Ilim (x3-x)=0
x—0" x—=0
lim fGx) = lim (ax + b) = b Para que sea continua ha de ser b =0
x—=0 x—=0
J®=0
Derivabilidad:
Si x#0: — La funcion es derivable. Ademas:
0 - {3x3—1 si x<0
a si x>0

En x=0:

J' 00 = =11 para que sea derivable, ha de ser @ =—1.
0 = a

Por tanto, f'(x) serd continua y derivable si a=-1y b= 0.

29 1afuncion f(x) esta definida de la siguiente manera:

S e~ x<0
S =11, 0<x<3
—x2+3x+2, x=3

Estudia su continuidad y derivabilidad.

e, x<0
S =11, 0<x<3
X2+ 3+ 2, x> 1
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Continuidad:

Si x#0 y x#3 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.

En x=0
lim f(x)= lim =1
x =0 x—=0
lim f(x)= Ilim 1=1 lim f(x) = f(0). La funcioén es continua en x = 0.
x—=0" x—=0 x—=0
SO =1
En x=3

lim fx)= Ilim 1=1
x—3 x—3

lim f(x) = lim (—x% +3x+2) =2 lim f0) = lim [f(x) f(0).
x—3 x =3 x — 3"

x =3

f3 =2 No es continua en x = 3.

La funcion es continua en R —{3}.

Derivabilidad:
Si x#0 y x# 3. Es derivable y:

e, x<0
S0 =141, 0<x<3
—2x+3 x>3

En x=0
10D =12f0"=0 — No esderivable en x = 0.

En x=3 — No es derivable pues no es continua.

La funcion es derivable en R —{0, 3}.
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30

Averigua para qué valores de x es f'(x) =0 en cada una de las siguientes
funciones:

a) f(x) = w b) f(x) = ah + 242
S = 1 d) f(x) = e¥(x 1)
x“+1
_ 3x3 — 8x? ooy _ 9% — 16x
D) = T o 10 = S
/x =0
S0 =0 — 9x*-16x=0 — x(9x—16)=0\x=%

b) f1(x) = 4x3 + 4o = 4x (x> + 1)

Unidad 6. Derivadas. Técnicas de derivacién Q



f)=0 — 4x@?>+1D=0 — x=0
N _ —2x
o) f1(0) 2 lp

=0 - -2x=0 — x=0

Df@W=ex-D+e* 1= x-1+D=e"x
S =0 - x=0

31 Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en
cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) =

x2+1 x3

b) f(x) =

OfG) = 23X gy - X211

x%2-1 x%2-1

Debemos hallar los puntos en los que f’(x) = 0 en cada caso:

e 2x@? = D=+ D 2x _ 2x3 - 2x - 2x3-2x __ —4x
D) (2 -1)2 (x2 - 12 (x? - 1?
=0 - -4x=0 -5 x=0 > py=-1 Punto (0, -1)

(x? - D? (x? - 1)? (x? - 1)?

f=0 = x"-3x2=0 - x*W?-3)=0

x=0 — (0,0
S

g /’“‘(3 > (5,232

x_5=0\x=\g R (\g,g)

2(x2 — _ 3. 4 _ 242 _ 4 4 _ 2.2
b) f1(x0) = 3af(x®— 1) —x” - 2x _ 3x*—3x*— 2x" _ x%-3x

O f0) = (dx—3)2— 2 —Qx*— 3x) - (=1) _ 8x— 4w — 06+ 3 + 2x* — 3x
(2 —x)? (2 - x)?
—2x%+ 8x -6
(2 -x)?
S =0 — 2x’+8x-6=0 — x’—4x+3=0
41612 4xV4 4x2  _—x=1 > (1,-D
B 2 S22 T~ x=3 5 (3,9

X

2x - x—(*+ D1 22 —x?-1  x*-1
2 B 2

df1x0) =

X x2 X

=1 - (-1,-2
i — 2 _ — /.X' ’
=0 — x*-1 O\x=1 5o

32 Averigua si en las siguientes funciones existen puntos en los que f'(x) = 0:

Df) =223 B =-9_  Of=mx+D D) =10-(x—2)
x+1 x2+1
a)f,(x)=2(x+1)—(2x—3)‘1=2x+2—2x+3= 5

(x + 1? (x + 1)? (x + 1?
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33

S'(x) #0 para cualquier valor de x.

O0(x*+ D—6x-2x _ 6x*+6— 12x* _ —6x*+6

b) f(x) =

(x? + 1?2 (x? + 12 (x? + 1D?
o ) _ s, _— =1 = (-1, -3)
S=0 - -6x*+6=0 — x 1\x= o3
10ay = L .
o f1(x) = ~+ 7 * 0 para cualquier valor de .

d [0 = —4(x-2)°
=0 - x=2 — (2,10

Las siguientes funciones tienen algin punto donde la derivada no existe.
Hallalos en cada caso:

a) f(x) = Vx b) f(x) = Vx + 2 O f(x) = Vx? -1
&) f() =| 2 - 3] = |[#2=5 ) p = a2 - 2x|
a)f(x) =xl/3 5 f’(x) - %X—Z/S = 3\%}9?

S no existe si x = 0; es decir, f(x) no es derivable en x = 0.

1
2Vx + 2

Jf'(x) no existe si x=-2; el dominio de f(x) es [-2, +co).
Por tanto, en los puntos en los que la funcion esta definida, no es derivable en x = -2.

b) f'(x) =

©) El dominio de la funcién es [—eo, —1) U [1, +o0).

2x X
"(x) = =
S 2V -1 Va2 -1

En los puntos en los que f(x) estd definida, no es derivable en x=-1 nien x=1.

d flx) = { g 10 = {

-1 six<3

1 six >3

-x+3 si x<3
xX—-3 six=23

f(x) es continua en R; pero no es derivable en x =3, pues sus derivadas late-
rales no coinciden:

fG&I=-1 Son distintas.
f3H=1
—4x + 5 5
2 <z
-2 si x<5/4
e) flx) = "(x) =
S S { 2 si x> 5/4
4x -5 . 5
> siox 2 i

Jf(x) es continuo en R; pero no es derivable en x = %, pues sus derivadas late-
rales no coinciden:
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"(5/4) = -2
S } Son distintas

11(5/47) =2
x2—-2x si  x<0 2x—2 si  x<0
D) =9-x2+2x si 0<x<2 S ) =9-2x+2 si 0<x<2
X%~ 2x si x> 2 2x—2 si x> 2

f(x) es continuo en R; pero no es derivable en x=0 nien x=0, pues sus deri-
vadas laterales no coinciden:

S0 =2 } Son distintas /(27 = —2 } Son distintas
J1(0") =2 S1@2H =2

34 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Estudia su
continuidad y derivabilidad.

f(x) es continua en R—{3}. En x =3 presenta una dis- 2 /
continuidad de salto finito.

Jf(x) es derivable en R—{0, 3}. En x =0 hay un punto
anguloso (las derivadas laterales no coinciden) y en x = 3
no es continua, por tanto, no puede ser derivable.

2

2 3
35 Considera la funciéon: f(x) = {x —5x+m Sf xs1
—Xx“+ nx si x>1

Calcula m y n para que f sea derivable en todo IR.
Continuidad:

e Si x#1: f(x) es continua, pues estd formada por polinomios, que son funcio-
nes continuas.

e En x=1:

lim_f(x) = lim (x*=5x +m) =—4+m
x =1 x—=1"

ll’m+f(x) = lim (=x’+nx)=—-1+n
x—1 x—1*

fO=-4+m
Para que f(x) sea continua en x =1, hadeser -4 +m=-1+ n.
Derivabilidad:

e Si x#1: f(x) es derivable y su derivada es:

f’(x)={ 2x—=5 st x<1

2x+n si x>1

e En x=1: Para que f(x) sea derivable en x =1, las derivadas laterales han de
coincidir, es decir:

fa1H=-3 2
fﬂﬂ=—2+n} 3=-2+n
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36

Uniendo las dos condiciones anteriores tenemos que:

—4+m=-1+n m=mn+3 m=2
_3=—2+1/Z =-1 =1

Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

x2+2x—-1 si x<1
x=
S {x+1 si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0? Represéntala graficamente.

Continuidad:

e En x #1: La funcion es continua, pues esta formada por dos polinomios.
*En x=1:
lim f(x)= lim (x*>+2x-1)=2
x— 1 x—1

lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcién es
x> continua en x = 1.

lz’m+f(x) = Iim (x+1)=2
x—1 x—1
S =2
La funcién es continua en todo IR.
Derivabilidad:

e Si x# 1: La funcion es derivable. Ademas:

. 2x+ 2 si o x<1
x:
S0 {1 si x>1

eEn x=1:
faH=4=20Y=1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en IR —{1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:
S =2x+2 si x<1
26+2=0 — x=-1
So=1si x>1 = fl0)#£0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Grafica de f(x):

va
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Halla a y b para que la funcion f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
J)=3ax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<«x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

eSi x#-1 y x#0: La funcién es continua, pues estd formada por polinomios.
eEn x=-1:
lim fx)= Ilim Qx+a)=-2+a
x — -1 x—-1
lim foo = lim (ax+b)=-a+b Para que sea continua, ha de ser
—-1" x— -1 2+a=-a+b, esdecir: b=2a-2.

fCD=—a+b

*eEn x=0:

lim fx)= Ilim (ax+b)=b
x—0 x—0

lim f(x)= Ilim Gx%+2) =2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x—0" x—0

J) =2
Por tanto, f(x) serd continuasi a=2y b= 2.
Para estos valores, queda:

2+ 2 si o x<-1
fx) =19 2x+2 si -1 <x<0; esdecir
3x2+2 si 0<«x

_J2x+2 si x<O0
@ {5x2+2 siox>0

Derivabilidad:
e Si x# 0: Es derivable. Ademas:

F1(x0) = {2 si x<0

6x si x>0
e En x=0:
SO0 =2=#/,(0"=0
La funcién no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

Calcula f'(0), siendo f(x) = In "\ ’e-i-_e‘.
2x+1

@ Aplica las propiedades de los logaritmos antes de derivar.

Hallamos [f'(x) y después sustituimos en x = 0.
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oy - L |e¥—er 2
SO | erer I
[0 = 2 =2 =-
) 2
39 Halla la pendiente de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
indicados:
a)y = sen x cos x en x=% b)y=xInx en x=e
_ x? = = = px2-1 =

c)y——x en x=0y x=1 dy=e en x=1

e

Debemos hallar la derivada en los puntos indicados en cada caso:

a) y' = cosx - cosx + senx(—senx) = cos’x + sen’x
/ - \2\2 V2 )2
YT

b))y =1 -Inx+x-

2

2

% nx+1; y(@=mhe+1=1+1=2
2xe¥— x% - e¥Qx—x?) _ 2x—x?

(e9)? (e9)? er

PI0) = 0; /(1) = %

oy =

Ay =2xer "1 p=(1) =2

40 Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f, g, b y j:

f! 5 h' \ J

i

Y 5

Ab) —2

8 4

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funciéon polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funcion polinémica de segundo grado?
a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.

/ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues f'(-2) = 0.
j tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 y en x = 3, pues
J' =j'(3) = 0.
g y b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcién polindémica de primer grado es una funciéon constan-
te. Por tanto, es g".

©) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcion polino-
mica de primer grado. Por tanto, es f".
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Una funciéon polinémica de tercer grado, ;cuantos puntos de derivada nula
puede tener?

¢Puede tener uno o ninguno?

La derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funciéon polindmica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningtin punto, con derivada nula.

Por ejemplo:

=1
= 13 _ / — 2 2 — — X - .
fO)=x"-3x —> flx)=3x*-3=0 - } Dos puntos
J=x3 — fi(x)=3x*=0 — x=0 — Un punto
SO =x3+3x - fl(0)=3x?>+3#0 paratodo x — Ninguno

Justifica que una funcion polinémica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

Si una funcion tiene un punto anguloso en x = a, ;qué podemos decir de f'(a)?
J'(a) no existe.

Sea f una funcion de la que sabemos que:

@) = tim LEEW-SD) _ £ = tim 12 hlz -/ _,

h—o0 h h — 0*
¢Es f derivable en x =2?
No, pues las derivadas laterales no coinciden.

La funcion f(x) = Vx—3 escontinuaen x =3 y f'(3) = +eo. ¢COmo es la
recta tangente a f en x = 3?

Es una recta vertical.

2
Dada la funciéon f(x) = %, halla f'(x) y f"(x) aplicando dos veces la de-

finicion de derivada.
@ Ten en cuenta que f''(x) = lim w
b—0

(x+h)? «x? x%+ 2xh + h2  x?
 fx+h—f(x , 2 T _ 2 Ty
= lim ———————— = [lim ———= = [im =
f(x) h—>0 h h—>0 h h—>0 h
= [lim 2xeh+h? lim hixrh) lim 2x+h—2—x—x
h—0 2h h—0 2h h—0 2 2
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1o = lim j%)_ﬂxh im %= lim = w1 -1

h—0 h—0 h—0 h h—0

47 s . _ ] —x% six<0 , . .
ea la funcion f(x) = x| x| = .Halla f"(x), f"(x)y represéntalas.
x2 si x>0

£1(x0) = —2x si x<0 En x =0 existe la derivada, pues f(x)
’ 2x si x=20 es continua, y, ademads, f'(07) = f""(07).

-2 st x<0 En x =0 no existe la segunda derivada,

4 (X)z{ 2 si x>0 [0 #/10),

S0 S0

12 12
-2

48 Prueba que la funciéon f(x) = x+ | x—3| no es derivable en x = 3.

FGo = X—Xx+3 si x<3 _ 3 si x<3
xX+x—-3 si xZS} 2x—3 si x=>3
, ] 0 st x<3

S0 {2 si x>3

f'(3) =0#/(3" = 2. Por tanto, la funciéon no es derivable en x = 3.

49 cCalcula la derivada de orden n de la funcién f(x) = e,

f(x) — er
f’(x) =2. er
.f”(.X') - 22 . er

f”(X) =n . er

50 Dadala funcion f(x) = e* + In(1 — x), comprueba que f'(0) =0 y f"(0) = 0.
¢Sera también f"'(0) = 0?
1

f/(X)=€x—m —> f’(0)=1—1=0

S0 = ex—ﬁz - f(=1-1=0

F0) = ex_(l—zx)5 = f"0)=1-2=120
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51 ;Cual de estas grificas representa la funcion f y cual su derivada f'? Justi-
fica tu respuesta.

a) b) ©) d)

T~
T~

a) La funcion es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es y = 3.
Luego, estas graficas si representan a una funcion y su derivada.

b)En x =0, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula. La recta tendria que
pasar por (0, 0).

No representan, por tanto, a una funcién y su derivada.

¢) En «x =1, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula, y tendria que pasar
por (1, 0). Estas tampoco representan a una funcion y su derivada.

d) La funcion es una recta de pendiente 0. Por tanto, su derivada es y = 0. Luego,
estas graficas si representan a una funcion y su derivada.

Por tanto, solo la primera y la Gltima son validas.

52 1La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(D =1, f(D =0y
Sf"(1)=0. Calcula a, b y c.

J1(x) = 3x% + 2ax + b; [f'(x) = 6x+ 2a
=1 - 1+a+b+c=1|a=-3
=0 — 3+2a+b=0 b=3
=0 - 6+2a=0 c=0
Por tanto: f(x) = x3 — 3x% + 3x
x

53 Determina el valor de k que hace que la funcion f(x) = ﬁ

solo punto en el que se verifique f'(x) = 0.

tenga un

Lo e PR - X 2x eN (P - 2x+ k)
S = 2+ )2 - (2 + k)2
2ivi—m

S =0 — x*’-2x+k=0 — 5

Tiene solucién Gnica cuando 4 — 4k = 0, es decir, k= 1.
En tal caso, f'(x) =0 soloen x=1.

54 Calcula a,b y c para que la funcion f(x) = ax? + bx + ¢ pase por el punto
(0, 3) y verifique (1) =-2 y f(2) = 0.

f(x) =2ax+b
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f0O=3 — ¢c=3 a=
FD=-2 = 2a+b=-21b
(=0 — 4da+b=0

1
4
=3

Por tanto: f(x) = x? — 4x + 3

55 Halla los puntos de la funcion y = xe en los que la pendiente de la recta

tangente es igual a —2.

Buscamos los puntos en los que f"(x) = —

0 = 20— 1) —2x-1  2x-2-2x -2

(x — 1)2 x-1%  (x-1)72

! = —_2 =
fo=-2 - 12

(x-12=1 - x2-2x+1=1 > x?2-2x=0 - x&x-2)=0

__x=0 — (0,0
T~x=2 5 2,4

-2 = —2=-2(x-1)?

56 Halla a y b para que la funcion f(x) sea continua:

x2+a si x<-1
J@) =1 2x3+0b si -1<x<0
e*—a si 0<x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

e Continuidad:

Six#-1y x#0: f(x) es continua, pues estd formada por funciones continuas.

En x=-1
lim fo= lim P+a)=1+a
x—=>-1" x—-1"

lim f(x)= lim (=2x3+b)=2+b
x—-1 x—=-1

D =2+b
Para que f(x) sea continua en x =-1, hadeser 1+a=2+b.

En x=0

lim fQo) = lim (=2x3+b)=b
x—0 x>0

lim f(x)= lim (e¥-a)=1-a
x—0 x—0

SO =1-a
Para que f(x) sea continua en x =0, hadeser 1-a=0b.

Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que:
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l+a=2+5b a=1
l—a=5>b b=0
En este caso:
x2+1 si x<-1
SO =724 si-1<x<0
e*—1 si x>0

f(x) escontinuaen R si a=1vy b=0.

e Derivabilidad:

Six#—-1y x#0: f(x) es derivable y su derivada es:

2x si x < -1
S =13-6x% si —-1<x<0
e si x>0

En x =—1: Hallamos las derivadas laterales:

S =2 } S no es derivable en x = —1.

S = =6
En x=0:
S ©7=0 f(x) no es derivable en x = 0.
S10H =1
58 ¢Existe algin punto en el que f(x) = 1 no sea derivable? Justifica tu
respuesta. 1+ |x|
1 ix si x<0
S = 1
si x20
1+x
Continuidad:

eSi x#0 — Es continua, pues estd formada por dos funciones continuas en los
intervalos en los que estan definidas.

eSi x=0:

lzm [ = lim L =1
x—>01-x

lzm = [im
SO0 = x—>0l+x

-1 lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
x—0

fO=1

Por tanto, es una funcion continua en R.

Derivabilidad:

e Si x#0: Es derivable. Ademas:
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; si x<0
ey = ) =207
S0 _1 '
m si x>0

*En x=0:
1O =1=£f(0"=-1
No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.
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