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1. Dos trenes

Un Talgo y un tren de mercancias salen de la misma estacion, por la misma
via y en idéntica direccion, uno tras otro, casi simultdneamente.

Estas son las grdficas TIEMPO - VELOCIDAD de ambos movimientos.

VELOCIDAD
(en km/h)

120

100 TALGO

........ MERCANCIAS

40

20

TIEMPO
(en horas)

1 2 3 4

Como podemos ver en la grifica, el Talgo, a las dos horas, reduce su velocidad:
¢A qué puede deberse?
¢Por qué no aminora la marcha también el otro tren?

A las tres horas ambos trenes modifican su marcha: el Talgo para durante breves
minutos, mientras que el de mercancias va muy despacio durante media hora.

Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos cal-
culos:

a) El Talgo, durante 2h, va a 120 km/h. ;Cuantos kilometros recorre a esa
velocidad?

b)De 2 a 2 %, el Talgo disminuye su velocidad. ;Cuantos kilémetros reco-

rre a esa velocidad?
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c) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha reco-
rrido hasta ese momento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en
que va a baja velocidad?

e) ¢A qué distancia de la estacion de salida esta esta otra en la que para el Talgo?

f) Observa que en todos los cilculos que has realizado hasta ahora se han
obtenido areas bajo las graficas, roja o negra. Sefiala los recintos cuyas
areas has calculado y asigna a cada uno su area correspondiente.

a) 120 - 2 = 240 km.
b) A 60 km/h durante % de hora, recorre 64—0 =15 km.
¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.

1

d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - =15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas

60 -

= 15 km el siguiente cuarto de hora

SN

120 - 3. 90 km los siguientes tres cuartos de hora

4
Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f
) VELOCIDAD 120
(km/h)
100
80
60 Ared 240 Are TALGO
90!
40
20
L TIEMPO (horas)
1 2 N\ Area 3 4
15
VELOCIDAD 80 77 : - .
(km/h) ; 2
60 : j
04 Ateal 24 :  MERCANCIAS
20 L
—+> Area 15
i TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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¢Cuil es la funcion cuya derivada es...?

La funcién cuya derivada es 2x es ... x2

La funcion cuya derivada es cos x es ... sen x

La funcion cuya derivada es 1 es...\x
2Vx

a) 2x b) x c)5x

f) 512 g) 43 h) x3

K 4 D V2 m) 3x2 + 4x3

0) sen x p) 5sen x q) cos x

e™ w) 2% n2 V) 2x

a) 2 b) 1 o5

f) 10x g) 12x? h) 3x2

k)0 DO m) Gx + 12x2

0) cos x p) 5cos x Q) —sen x

e w) 2% (In2)? V) 2% In2
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1. Calcula las siguientes integrales:

a) J7x4 b)J.é

5
. 74=7X_+/e=7i+le
a).[x 5 5

C)J‘\/;=J‘xl/2= 3;/22 thk= 2V +k

3 3 5 5/3 5
o[\ - [ - T e 35
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d) 3x? e) x?
i 2x3 P1
n) 5x2+ 7x3 i) —sen x
r) e~ s) 3e¥
w)5-2x
d) 6x e) 2x
i) 6x? o
n) 10x + 21x° ) —cos x
0 e~ s) 3e”
w) 5 - 2% In2

<) J.\E



C)J'ﬁ\/;+ V58 _ J’xVS . V532 ljx—m + ﬁj‘xl/z -
3x 3x 3x 3 3

/ / ; 3
xl/3 \/§x32+k ﬁx+2\l95x ik

DJ.@ J'\lg x3/2 \/_J.7/6 sS LA 6\/7\/—3
V3 13/6 S 13V3

2. Calcula:
a)j —5x2 +3x 4

b) (5 cos x + 3%)

4 =2 _
C)Jm 5.:;2+3x 4 d)J(lox—sx)

2 4
a)J' - 5x +5x 4 J‘( 5x+3_%)=x__5i+3x_4ln|x|+/e

4
3.)6
b) '[(S cosx + 3Y) = IS cosx + j?)x =5 senx + k
n3
C)J‘7x4_5x2+3x—4 =J‘(7x4)_J'(5xz)+J‘( 35 )_J‘( 4 )=
X2 52 52 22 22
P f
X x2
—K—Sx+51n | x| T Sy
3 X
@ faor—59 - fror - Jsv- 205y
10  Ins
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3. Halla las primitivas de estas funciones:
) f(x) = (x3—5x +3)” Bx2—5) b) f(x) = (5x + 1’
3x%-3 -1
= 2X" =3 d - x"=-1
o) f(x) X3 3u ) f(x) = Py

e) f(x) = cos x sen3 x

a)l[(x3—5x+ 3)2 (3x2-5) = Wue

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



. . )
b po Ll Gx+rDt o Gx+ D,
)'(SX"’ ) 5 4 + N +
5.2
o | 2223 a3 =3 &
cx5_3x
d [ x2-1 1 3
) x5—3x_§ln|x —3x| + &
[ 4
e) | cos xsend x= 3L X 1 p

4. Busca las primitivas de:
a) f(x) = x 2% In 2
o) f(x) =235

€) f(x) = sen (x3-4x?) (3x%-8x)
D x29me=L 27+ k=2 1p
, 2 2
by [w2xi= =L ox s = 25 4y
J 21In?2 21In?2
[ . 1 . 23x -5
o [23-5=—— 25+ k= +
3n2 31In?2

d) | sen 5x=—% cos 3x + k

e) | sen(x3 — 4x2) (3x2 — 8x) = —cos(x3 —4x?) + k

cos x
| =
sen x

=nlsenx| +k

v
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1. Halla e interpreta estas integrales:

47
a) J sen x b) J

0

a) G(x) = Jsen X =—COoSX

Gl4m) =-1; GO =-1

Unidad 9. Iniciacién a las integrales

2
(x2-4)
2

b) f(x) = x 2*°
d) f(x) = sen 3x

COSsS X

Dflx) ="

sen x



GHén) =-1; GO =-1

4m
senx=-1-(1)=-1+1=0

0
Interpretacion geométrica: V= sen x
I 111
0 MTE 3MTC

La parte positiva y la parte negativa son iguales; por eso da de resultado 0:

Area de T — Area de I + Area de 11l — Area de IV = 0

b) G(x) = J(x2—4) - x?ﬁ _dx

16 16

G =-—; G(=2) ==

2 3 (=2) 3
JZ 2y 1616 _ 32
B 3 3 03

Interpretacion geométrica:

Como queda por debajo del eje X, la integral es el drea del recinto senalado con
signo negativo, es decir:

—Area del recinto = —35—2

2
2. Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: J e~
0

G(x) = Jex =e¥

GQ) =e4 GO =1

2
J eX=e?-1=06,39 8
0
Interpretacion geométrica: e
|
Area del recinto = e? — 1 = 6,39 =2 1 =1

Unidad 9. Iniciacién a las integrales o
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1. Halla el drea comprendida entre la funcion y = (x%2-1) (x%2-4), el eje X ylas
rectas x =0, x =5.
e Puntos de corte con el eje X:
=D =49 =0 - x=-2, x,=-1, x53=1, x,=2
Solo nos sirven x=1, x =2 (estan entre 0y 5).

e Hay tres recintos: 1[0, 1]; I [1, 2]; TII [2, 5]

‘G(X)=j(xz—1)(x2—4)=J(x4—5x2+4)=x?s—%a+4x

38 16 1310
e G)=0 GH=—;, G =—; G =
@ =0; &( = 2 5 ©) 3

e Area del recinto I = |G(1) — G(O)| = %

A i = _ ~ =22 - 22

Area del recinto 11 = | G(2) - G(D| ‘ 15 T

Area del recinto 111 = | G(5) - G(2)| = 2178

Area total = S8 + 22 4 2178 _ 2198 _ 439,6 u?

15 15 5 5

2. Halla el area comprendida entre la funciéon y = x3—x%2—-2x yel eje X.

e Puntos de corte con el eje X:
a3 —xt-20=0 = xx?-x-2)=0 = x; =-1, x,=0, x;=2

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; I [0, 2]
2 x* X3 o
e G(x) = [(w?—x?-2x) = Vs

5 8

*GED = -5 GO =0 G = -

e Area del recinto I = |G(0) - G(-D| = %

Area del recinto 1T = | G(2) — G(O)] = %

>
12

37
12
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1. Halla el area encerrada entre las graficas de las funciones siguientes:
J(x) =x3-x2+4,

o f) —g) =x3 —x?+4-x?-3x—4=nd-2x%-3x

g(x)=x%+3x+4

ex?-2x?-3x=0 = x(x?-2x-3)=0 = x,=-1, x,=0, X5=3

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; I [0, 3]
4 3 2
’G(X)=J(x3—2x2—3x)= X0 2x7 _ 3x°

7 45

e G(-D = 13 G =0; GO = %

o

e Recinto I: Area [-1, 0] = | G(0) — G(-D| = % 20
. p B _ 45 10
Recinto II: Area [0, 3] = |G(3) — G(0)| = <
‘ 7 45 _ 71 = 1
Area total: 7 + % -G 11,83 u? A4 4 3 '[l
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Halla una primitiva de las siguientes funciones:

A f(x)=x+1 b) f(x) = 2x -3

c)f(x)=%+x2 d) f(x) = —8x3 + 3x2
1 1 3

S =5+ DS =V + 5
1 x x2

) f() = =+ h) f(x) = 5

OSD=- "3 7

b |x-V3)=x2-3x

o (£+xz)=x_2+x_
2 4

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



d) [ (=8x3 + 3x2) = —2x% + &3

( - 2
e) (L+L)= (x*z+x*3)='x—+'x—=—l—L
-1 -2 X sz

f) (‘/;+i)=‘[(x1/2+éx—4)=x3/2 L3 X3 Va3 1
> 5 5

J St 3/2 -3 5003
VR I l)_xl/z 12, x2
g),(erS) J(x T2 T3 Vi s S
[ x2 8/3 Va8
W | X5 C |2 13 532 2272 2 3NX
)u Vx JX . Jx 8/3 8
2 Calcula:
" , 3_
a) [ V3x b)jw )Jm d)Jx 22
¢ Vax x
E 2 x -2 3-2x
e). x ﬂjx+1 g)J‘ 2 h)J -
p 3 3
) @=J@x1/2=@ x3/2+/€=2\/§\/;+/€= zx/57+k
J 3/2 3 3
b) W{%xzm% G 5 E S
J 5/3 5
(x4 a? [y pomy - 222, &2 Wad 2V
- _ be
N A J(X MR 3 TS otk

» 3 ) . ,
d) X 2= (x_zx—2)=X__2x +/€=x +£+/€
v xZ 2 -1 2 X

e) £=21n|x|+le
X

£ £ _=2mInlx+1|+k
X

g) x—zzj(l_i)zln|x|+£+k
Jox x o x? X

h) 5—2x =J(%—2)=31n | x| = 2x + k
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3 Resuelve:

™ 1
a) J sen 3x b) J cos (x + 2 ) ©) J cos? 5x
d|[(+1g?3x) e)J cos X Iy J (1 —sen i)
J sen x 2
[ T T
g).sen(z—x) h)J‘cos2

a) | sen 3x = _1 j—B sen 3x = _L cos 3x + k
J 3 3

b) cos(x+ E) = sen(x+ l) + k
2 2

v

[ 1 1 1 1
c) == 15" = —(o5x+k
Jcos?5x 5 J cos?sx S s

d (1+tg23x)=%J3(1+tg23x)=%tg3x+/e

v

COS X
e)
sen x

=nlsenx| + &
v

) (1—5en£)=x+2c05£+/@
2 2

g .Sé’”(%— )=cos(%— )+/e

v

h) cos£x=£ £cos£x=ésen£x+k
J 2 T ]2 2 B 2
4 cCalcula:
a) ex*3 b)Jer—l C)jzx—7 d)JSx/Z

a) |[eX*t3=eX*3+k

b) ex-1= L | g1 L -1y

) 2 2

olz7= L ma2x7=- L 74 g
In 2 n 2 In 2

-7

Unidad 9. Iniciacién a las integrales 0



[ /2
d x/2 = 9 l X/2 — 23" k
)‘3 JZ 3 re +
Calcula
a) | (x-3)3 b)j(zxu)5 c)J 1
* x+2
» 3 x+3 3
d | V3x-5 e) f)
v 2 2x—-1
[ 2x X
h
g)« x2+2 ) 3x2—4
[ 4
a) (x—3)3=%+/e
[ i 6 6
b) (Z-X'+1)5=l‘|‘2(2x+1)-’=l~M+/€=M+k
, 2 2 12
J X+ 2 2VNx + 2
D |Var—s = L |3Gx-srz- L. Gx=52 _ NGx-57
) 3 3 3/2 9
e).3 X3, l(X+3)1/3=2-—[(erS)/Z]%+Ie=i er34+/e
J 2 2 2 4/3 2 2
[E RS SN - S D
f)‘2x—1 5 5J2x_1 S l2w—1l + &
|2 —mlx?+2l vk
Jx2+2
' 1 [ 6x 1
h) X =—J =—Inl3x2-—4] +k
J3x2-4 "6 3e2_q 6T
Calcula:
, n 2
a) | xV5a2+1 b) X C)JM
v J x3—3 x2+x—3
d | xe*’ e) 3527":_2 ﬂjsenzx cos x
v J X
] 3 ,
g)‘ xf—4 h) | x sen x2
D) [xV5x2+1 = %Jle(sz + D2 = 1_10 . (59623;21)3/2 + k= @ +k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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2x + 1

— X X2+ x-3] +k
v -x2+~x_3

9]

d

L 2x X' = lexz+/e
2 2

[ a2 2 32 2
b) x—=_J—=_\/x3_5 + b
JAVx3-3 3 ) 2Vx3-3 3

. 5x _ 5 6x _ 5 2
=2 = =] 2 k
e).3x2+2 6J3x2+2 6n|3x+ | +
[ 3
) |sen? x cosx =X 4+ p

k

[ X3 1 4¢3 1 4
g)' o ij4—4 - |x4 — 4] + &
h) xsenxz———J—szenxz—— cosx+ k
7 Calcula:
: 1
a)JSesx b)sz-Z‘x3+5 C)Je‘/;
Va
d)j x—3 C)J Vx+5 DJ 3x 2
Va2 —6x+2 x+5 3x—2
a).3€5x=%J5€5x=%€5x+k
b) | x2 2—x’+5__ij 32 2—x7+5 275 +k
J 3 3n2
R J L Vx_g oV
Q) |—=e"r=2 eV =2e N+ k
J Nx 2\/;
) =lj 2X-0 T Gxv2+k
JAx2—6x+2 2 x2—6x+2
[ Vx+5 j 1 J 1
e) = =2 | ——— =2Vx+5 +k
J x*5 Vx +5 2Nx +5
p _ / _ 3
D[22 =Jm=lj5(3x-z>l/2=l Gx = 2Y2, p 2NGx =2,
JV3x—2 3 3 3/2 9

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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8 Resuelve las siguientes integrales:

2 _ + 2 4 —
N E: 3x +4 N 5x -7
x—1 x+3
2_ 2 —
) 2x“—-3x +1 a) x“+3x-—-1
2x —1 x2-1
@ Divide y transforma la fraccion asi: Dividendo _ cociente + _resto
divisor divisor

a | =X _3X+4 =J(x 2+ —

v

2
)=x7—2x+21n|x—1|+/e

b) x2+5x 7 j(x+2

)=x—2+2x—131n|x+5|+/e
J x+3 2

c) 2x 2xT-3x+l J(x =——x+/e
J 2x -1

a x? x-+3x-1 j(1+3_x)=x+éln |x2—1] +x
Jox?-1 1 2

9 Calcula:

a) % senl b) | sen x cos x <) x \/;
J X X
[ 1 X

2 2+1 2 [ S

d), x%+2x+1 C)J( ¥ ) ﬂj V3x2-2
[ 3x2+20 -1 [ ex (2

1)) <2 h) 1+or I)Jxlnx

2
sen* x
b) | sen x cos x = =—= + k

J 2

[ —— pwz 4\x7
c)‘\/x\/;='[x3/4= g ke vk
O 1 =J I

J o xZ+2x+1 (x+1? x+1

5 3
o [x2+ 12 = J(4x4 Fhx2 1) = —4’5" + —4”3“ rx+k

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



6 'L=lj6—x=@+k
JV3x2-2 3 ) 2v3x2-2 5
' 2 2
g)'%:J(3x+8+xlf52 =%+8x+ 15m |lx=2 +&
h) = |1+ex| +k
J1+e¥
{2
D|=—hx=h"x+k
) x
) L coser = sene+k
J e
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10 Resuelve las siguientes integrales:
(5 6 2
a) [ (Bx? b)j @2x-1) C)J (x3+x)
v 2 4 -2
(4 e 3
d) | V3x e)J1 f)J eX—2
J1 1X -1
.TE Tt
g) | (sen x —cos x) h)J sen 2x
Jo o

a) G(x) = J(—sz) =3
G(5) =-125; G(2) =-8

5
J (-3x?) = G(5) —= G(2) = =125 - (=8) = -117
2

b) G(x) = J(Zx— D=x%-x
G(6) =30; G#4) =12

6
J 2x-1=G06) -G =30-12=18
4

c)G(x)=J(x3+x)=xT4+x72

G2)=G(=2) =6

2
J 3 +x0)=GQ2)-G=2)=0
-2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales



32 3
2\3
3

CDG(X):J@:J@XWZ V3 x¥2 _ 233

16V3

G4 = 3

; G() =

3

1

&) G(x) = jl = In | x|
X
Ge)=1, G(1) =0

J L _Ger-am=1
X

1

) G(x) = jex‘z =X~ 2
GB)=e; G =e3

3
J X 2=GR)-G(-D=e—ed=ec- —
1

2) G(x) = J(senx— COS X) = —COS X — Sen x

Gm=1; GO)=-1

0

h) G(x) = jsen 2x = —% cos 2x

I P §
G(m) = 2,G(n) >

T
J sen 2x=Gm) - G(=m) =0
-

11 Halla, en cada caso, el area limitada por:

a) f(x)=x%—-4, eleje X ylasrectas x=0 y x=2.

b) f(x) = 2x — x?, eleje X ylasrectas x=—-1 y x=1.

o) f(x)=x%2-2x -3 yeleje X.

d) f(x)=1-x2 eleje X ylasrectas x=-2y x=2.

Unidad 9. Iniciacién a las integrales

r V3x = GMA) - G() = 16V3  2V3 _ 143
3

j (senx—cosx)=Gm) -—GO)=1-(-1) =2

©



e) f(x)=e" eleje X ylasrectas x=-1y x=3.
f) f(x)=x%+1, eleje X ylasrectas x=-1 y x=3.
a) » Puntos de corte con el eje X: x*—4=0 — x; =-2, x,=2

Solo nos sirve x, = 2.

e Hay un recinto: [0, 2]

-G(x)=J(x2—4)=x—3—4x L i
3 \ |
__1lo6 _ Al
GQ2) = 3 G =0 7 ;-
e Area = |G(Q2) — G(O)]| = ?uz

b) e Puntos de corte con el eje X: 2x?—x2=0 — x,=0, x,=2

e Hay dos recintos: 1[-1, 0]; 1[0, 1]

e G(x) = J(Zx—xz) =x?- x?a

-4 -0, -2
GED =55 GO =0; G = 3

e Area del recinto I = | G(0) — G(=D| = % N
Area del recinto I = | G(1) — G(0)] = % APRBNT f
\
c 4 2 6
A tot l = __ 4+ — = — = 2 2
rea total = = + = = = u \

) * Puntos de corte con el eje X: x?—2x-3=0 — x,=-1, x,=3

e Hay un recinto: [-1, 3]

-G(x)=j(x2—2x—3)=x—3—x2—3x \T i
3 \ ]
« G =25 GB3)=-9 5
3 \ /
e Area = | G3) - G-D)| = ‘—9—2‘ - 32
3 3
d) e Puntos de corte con el eje X: .
1-x%=0 - x,=-1, x,=1 R
e Hay tres recintos: 1[-2, —1]; II [-1, 1]; TII[1, 2] d
4
'G(&’€)=J‘(l—xz)=x—x?3 2
2 2 2 2 I
cG(-) =2, G-D=-2; G = = G =-=
(-2) 3 D 3 D 3 @) 3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales




e Area del recinto I = |G(-1) - G(-2)| = ‘_% _

Area del recinto 11 = | G(1) - G(=D)| = ‘% _ (_

Area del recinto 111 = |G(2) — G(D| = %
_ _ 4 _ 2
Areatotal—3-g—4u

e) e No corta al eje X.

e G(x) = Jex =eX

e G- =ely G(3) =¢3
e Area =GB = G| =e3 ¢l =

f) e No corta al eje X.
3
-G(x)=J(x2+ 1)=x?+x

.« GCD) = —%; G3) =12

o Area = |GB3) - GD)| = 43_0u2

\
R

G:
J+C\CC<3

-2

12 Halla las integrales de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

a) f(x) =3x%—-6x en [0, 2]
A f(x)=(x+1D(x*-2)en[-1, 2]

a)e Gx) = J(3x2 — 6x) = x3 - 3x?
* G =0, GQ)=-4

2
° J Bx? - 6x) = G(2) - G(0) = -4
0

b) e G(x) = JZ cos x = 2 sen x
« G(0) =0 G(%) _

/2
-J 2cosx=c;(£)—c;(0)=z
. 2

b) f(x) = 2 cos x en [0, /2]
d) f(x) = sen % en [0, 1]

O e G(x)=J(x+1)(x2—2)=J(x3+x2—2x—2)=x—4+X?S—xz—Zx

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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11 4
L G2 =—2
) 3

° G(-1) = E’

2
. 2_ 9= o= 411 9
J_l G+ D @2=2) = G = GED =~ = 5 = =

= X =_ x
d) e G(x) —jsen Z 4 cos 7

¢ G(0) =4 G(m) = —# =-2\2

-J sen%=G(n)—G(O)=—2\/§+4
0

PARA RESOLVER

13 Calcula el area comprendida entre las curvas:

S

aA)y=x% y=x b)y=x% y=1

Ay=x% y=ua3 dDy=x% y=—a2+2x

e y=2x2+5x-3; y=3x+1 y=4-—x% y=8-2x% x=-2; x=2
Aex?-x=0 - x=0, x,=1 \ /

2

U

-G<x>=j<x2—x>="§—x7

1 -2 -

e

e GO =0; GO = -

e Area = |G(D) = GO)| = %UZ

b)ex?-1=0 - x, =-1, x,=1

-G(x)=J(x2—1)=x73—x

2

-2 1
G = 25 G ==3 N 4

e Area = |G(D) - G(=D| = %uz

Qex?-x3=0 - x=0 x,=1 \ /’
. I P RN S \| |
G(x) j(x x°) 3 y \
-0 - L i A
G =0, G e '
e Area = |G(D) = GO)| = —— 2 /

12
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dDex?—(x?+2x0)=2x*-2x=0 > x,=0, x,=1 \ 5 /
e G(x) = J(sz —2x) = 2%% - x? !
0. __ 1 —+—
e G(0)=0; G(1) 3 /‘

e Area = |G(D) — G(O)| = %uz

@) e 2x?+5x-3-Bx+1D)=2x>+2x-4=0 - x,=-2, x,=1

3
0G(x)=J(2x2+2x—4)= 29; + x2 4o

0

eG2=-2 /

LG = -2
37 W 3

—
= —

e Area = |G(D) - G| = ‘———— = 2L =9 y?

f)ed-—u?—@B-2xH=x*-4=0 - x,=-2, x,=2

0G(x)=J.(x2—4)=x?3—4x -

6 16

—t—

cG2= 2 g=-10

T —

—
/
I

30 3 i
/

e Area = |G(2) - G(-2)| = %UZ

14 Calcula el area de los recintos limitados por:

S

a) La funcion f(x) = x%—-2x + 1 y los ejes de coordenadas.

b)Lacurva y = x3,larecta x =2 y el eje X.
c) La funciéon y = sen x, el eje de abscisas y las rectas x = % y x= —%-
d) La funciéon y = cos x yeleje OX entre x=0 y x=T1.

e fl)=x’-2x+1=(kx-1?=0 - x=1

|~
(SN
™~

.« G = J(x— 1? = —(X_S D’

. G(0) = —%; G =0 !

LN

e Area = |G(D) — G(O)| = %UZ

Unidad 9. Iniciacién a las integrales 0



b)ex3=0 - x=0

®o

4 4

. = |3 =X I I ) ||
G(x) Jx 4

«G(O)=0; G2)=4 7

e Area = |G(2) - G(O)| = 4 u?

Aesenx=0 = x=0 entre—lyﬂ)
4 4
e Hay dos recintos: I [ ] I [0, %]

e G(x) = Jsen X = —CO0S X

. G(%) - G(—l) - —ﬁ; G(O0) = -1

4 2
e Area recinto I = ‘G(O) - G(—%) = ‘—1 + %‘ = 0,29 5
Area recinto I = ‘G(E) - G(O)‘ -1- V2 0,29 s
4 2 N=| =«
Area total = 2 - 0,29 = 0,58 u? -2
dDecosx=0 — x= % (entreOyn)
e Hay dos recintos: 1 [O, %], II [%, n]
e G(x) = Jcosx = sen x
T
. G(0) = 0 c;(?) -1, G =0
e Area recinto I = ‘G(E) - G(O)‘ =1 &
2 I T
p A
Area recinto I = |G(m) — G(O)| =1 —t
Areatotal =1 + 1 =2 u? -
15 cCalcula el area comprendida entre las curvas:
S
a)y=x% e y=3-2«x b)y=4—x% e y=3x2
Ay=x e y=x2-2 Dy=4-x% e y=x2-4

e) y=(x + 2)? (x —3) y el eje de abscisas.

Unidad 9. Iniciacién a las integrales 0



Dxl-(G-2x)=x?+2x-3=0 - x,=-3, x,

o G(x) =J(x2+2x—5)= 3 2

= + X% —3x
3

«G(-3)=9; G(1)=-2

e Area = |G(D) - G(=3)| = 32 2

3

b)4-x?-3x2=4-4x>=0 - x,=-1, x,=1

e G(x) = J(4 —4x2) = 4x — 4

__8, -8
G = -5 G =3

e Area = |G(1) - G(-D| = %uz

=1

Ox—(?=-2D=x-x?+2=x?+x+2=0 - x,=-1, x,=2

3 2
0G(x)=J(—x2+x+2)=—x?+xT+2x

=GCD=-7 G =

e Area = |G(2) - G(=D)| = %uz

Dd-x2- -4 =-2x2+8=0 - x,=-2, x,=2

-G(x)='[(—2x2+8)=——2;c5 + 8x
32 32
¢ G(2) =22, G@2)= 2%
-2 3 ( 3

e Area = |G(2) - G(=2)| = ﬁu2

Dx+2?(x-3)=0 - x,=-2, x,=3

e G(x) =J(x+ 2% (x-3) =J(x3+x2—8x—12) =

4
=X+ X 4?12
4 3

L2 gy AT
G(-2) = 3 G(3) 4

e Area = |G3) - G(-2)| = % ~ 52,1 w2

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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16 Halla el area comprendida entre lacurva y=—x2+4x +5 ylarecta y=5.

—x?+4x+5-5=-=x?+4x=0 - x, =0, x,=4

3 8
° G(x) = J<—x2 +4x) = =X + 22 y
3 / \
32
¢ G(0) = 0; G(4) = 2= ] 3
0 (4) 3 /- .
32 / \
e Area = |G(4) — G(0)] =?u2 8
17 Calcula el drea limitada por las siguientes curvas:
S aA)y=x3+x% y=x3+1; x=-1; x=1 b)y=x% y=1-x% y=2
ADy=x(x-1D(x-2); y=0 dDy=x2-2x; y=x
e y=x3-2x; y=-—x2 fy=2x—x3 y=x?
D+ xt- P+ D=a?-1=0 - x,=-1, x,=1 4 I”
/
3
-G(x)=J(x2—1)=x?—x 2
2 2 = 1
cG(-D =2, G =-= .
D 3 (@h) 3 Il
e Area = |G(D) - G(-D| = %uz 4{
\2 V2
2 2 2 - _ - S
b)x=1-x% - 2x“-1=0 —>x1——7, xZ_T A1 LAY
x?=2 —>x3=—\5,x4=\/5 PG
e Tenemos tres recintos: . | :
B[22, ) w2 i) ;
Rl e B e riEmR R

e Para el Ty el TIT hay que considerar:

G, () = J(Z —xY=x- %3

Gl(—\E)=—4—;E; Gl(_g)=_11\/§; Gl(\/i 11\/5; Gl(@)= 442

Area del recinto I = ‘ Gl(—g) - G1(_\/5)‘ _5N2

Area del recinto III = ‘Gl(\/a) - Gl(%)’ _ SN2

e Para el II hay que considerar:

Gz(x)=J(2—1+x2)=J(l+x2)=x+%3

Unidad 9. Iniciacién a las integrales Q



sV2 . 7vV2 . sV2 1242 N

Area total = + + = =2
¢ Areatotal = =5 6 12 6

Ox(x-D@-2)=0 - x=0, x,=1, x;=2

e Hay dos recintos: 110, 1]; 1T [1, 2]

o G(x)=jx(x—1) (x—2)=j(x3—3x2+2x)= %—x3+x2

1

e G(0O)=0; GO = Z; G2)=0
e Area del recinto I = | G(1) — G(0)] = Z
Area del recinto I = | G(2) — G(D)]| = Z
< 1 1 1
Ares al = — 2= 22
rea total = — + = = —-u

dDa?-2x-x=x*-3x=0 - x,=0, x,=3
3 2
-G<x>=J(x2—3x)=x?—%

« GO) = 0; G3) = —%

e Area = |G(3) - G(0)| = Z u?

N|©

xd—2x—(=xH=x3+x2-2x=0 -
- X, =2, x,=0, x3=1

e Hay dos recintos: 1[-2, 0]; 1I [0, 1]

4 3
-G(x)=J(x3+x2—2x)=xT+x——x2

3
cG2=-5, - -5
G(=2) 3 G =0; G = 5
e Area del recinto I = | G(0) — G(=2)| = %
Area del recinto I = | G(1) — G(O)| = %

Unidad 9. Iniciacién a las integrales
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Areatotal = & + 2 = 37 2
3 12 12
f) Por simetria respecto al anterior, el area es la misma: \ 6 /
Area total = S 2 N
12 5
p) D
5 \
\

18 Un depdsito se vacia de forma variable segiin la funcion v(#) =5-0,1# (¢ en
min, v en I/min). Calcula lo que se ha vaciado el depdésito entre los minu-
tos 100 y 200.

2
G(t) = j(S —011) =5(— 0’% = 5/- 0,052
G(200) = —1000; G(100) = 0

Area = | G(200) — G(100)| = 1000

Se han vaciado 1000 litros entre los minutos 100 y 200.

19 Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segin un

§ ritmo dado por la siguiente funcion: m = 0,013 —0,2t%> + t + 1 siendo m la
cantidad de material en kg y ¢ la hora del dia. ;Cuanto material arroja cada
dia?

Consideramos ¢ entre 0 y 24 horas:

24 4 3 2 24
j(0,01z3—0,2z2+¢+1)=M_ﬁu‘_ﬂ -
0

4 3 2,
= 219,84 — 0 = 219,84 kg

20 Calcula el area limitada por la grafica de y = x + x2, la tangente a esa curva
§ en x=2 yelejede abscisas.

e Recta tangente en x = 2:
P=1+2x > m=»'2)=5;, (2 =6
Recta — y=6+5(x—-2)=5x-4

e Hacemos las graficas para entender mejor la situacion:

\ /

®
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2

e Puntos de corte de y = x + x= con el ¢je X:

x+x%=0 - x,=-1, x,=0
e Punto de corte de y =5x—-4 con el eje X:

5x-4=0 —>x=%

e Area bajo y = x + x? entre 0y 2:
2 3
G = + 2y = .X‘_ + .X‘_
10 J(x x%) 5 3
G,@ =1 G =0
c _ _ 14 5
Area = |G1(2)—G1(O)| = ?u

e Area bajo y = 5x—4 entre % y 2:

G, () = J(Sx— 4 - STXZ ~dx

4 8
Gf5)=-3: G -2
¢ 4 8 18
- fegn-eft] -3 20
e El drea buscada es: 14 18 _ 16 u?

Pagina 229

21 Dadala curva de ecuacion y = x3 —2x2 + x, halla la ecuacion de su tangente
en el origen y calcula el area de la region que queda encerrada entre la cur-
vay la tangente.

e Tangente en el origen:
Y'=3x2—4x+1; m=y(0)=1; p(0)=0

Recta — y=x

exd—2x?+x—x=x3-202=0 - x,=0, x,=2

[X e e]
~——
e

. G(x) = j(x3—2x2) - XTZ’ - ZT’&

o

«GO) =0, G(2) = —%

Unidad 9. Iniciacién a las integrales e




22 Halla el area de la figura sabiendo que el lado curvo
corresponde a la funcion y = x? + 1.

e Entre —1 y 0 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 1:

Area= 1L _ 1,2
2 2

e Entre 1 y 2 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 2:
Area= 12 - 12
2
e Entre Oy 1:
3
G(x)=J(x2+1)=x? +x

GO) = 0; G(1) = %

Area = |G(D) - GO)| = %uZ

o El drea total serd: — + 1 + 4 _ 72
2 3 6

23 Dada la funcion f(x) = 4 — x2, escribe las ecuaciones de las tangentes a f
en los puntos de corte con el eje de abscisas. Halla el area comprendida en-
tre las rectas tangentes y la curva.

e Puntos de corte con el eje X:
4-x2=0 - x,=-2, x,=2 — Puntos (-2, 0) y (2, 0)
o fi(x) = =2x; f'(=2)=4; f1(2)=-4
e Recta tangente en x=-2 — y=4(x+2)=4x+8
Recta tangente en x =2 — yp=-4(x—-2)=-4x+8

e Hacemos una grafica para entenderlo mejor:

e Area del tridngulo de vértices (=2, 0), (0, 8) y (2, 0):
Area = 478 =16 u?

e Area entre y =4 —x? yeleje X:

Unidad 9. Iniciacién a las integrales @



G = J(4 %) = dx— %3

16 16
G2 = -2, G2)= -2
(=2) 3 2 3
Area = |G(2) - G(=2)| = %uz
e Bl 4rea total sera la diferencia: 16 — % = % u?
24 Dada f(x) = x + 1, halla:
x x x 3
N N P
0 1 1 1
G(x)=J(x+ 1):%2+x
-0 3. cp=_1. - 15
G) =0; G(1) > G(-D > G(3) >
0| f= 6o - co - "72 b
| f=c-cay= 2L s x_ 3
Jq 2 2
o| fréw-cen=-2xsl
v 2 2
B 15 3 _ 12
d) f=G(3)—G(1):7—7:T=6

V1

25 a) Halla el area limitada por y = |2x—4|, eleje X ylasrectas x=0 y x=5.
3
b) Calculaj [2x—4].
2
a) Definimos la funcién por intervalos para hacernos una idea de su forma:
2x + 4, x<2
e Sl PR

El area buscada sera:

5 2 5 5 5
Jy=J—2x+4+J2x—4=[—x2+4x] +[x? - 4] =
0o Jo 2 0 z

=(4-0+G+4H=4+9=13u?
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3 2 3 5 3
b)j |2x—4|=j —2x+4+j2x—4=[—x2+4x]_2+[x2—4x]2=
-2 -2 2
=(4+12)+(B+49=16+1=17u?
2 3
26 Calcula: a)J S vy b)J g(x), siendo:
0 -1
x2 si 0<x<1 2x si-1<x<1
J(x) = g(x) =
2—x sil<x<2 x2+1 si 1<x<3

2 1 2
zoj .f(x)=J x2+J Q2 -

0 0 1

G, (x) = sz = %3 - G,(D -G 0) =

L -1
3 3

Gz(x)=J(2—x)=2x—x72 - GZ(Z)—GZ(1)=2—% - %

2
1. y = i l = 2
Asi: Joj(x) 3 + 5 =%

3 1 3
b)j glx) = J 2x + J (x2+ 1
-1 -1

1

G, (x) = ij =x? > G(L-GED=1-1=0

Gz(x)=j(x2+1)=x?3+x - GZ(S)—G2(1)=12—%=53—2

3
Ast: J gx) = 32
a1 3

27 Dada la funcién JS(x), halla el area limitada por f(x), el eje OX vy las rec-
§ tas x=0y x=3:

1 P
X X 2
S(x) =

—x2 + 3x _—21st3

|2+ 3] x>3

Para x comprendida entre O y 3, tenemos que:

J(x) = =x? + 3x

Unidad 9. Iniciacién a las integrales 0



Hallamos los puntos de corte con el eje OX:

x=0
X2+3x=0 — x(—x+3)=0<x=3

Por tanto, el area pedida es:

; 3 23 213
Area=J(—x2+3x)=i+3i] =—9+27=2=4,5U2
0 3 2

28 Halla una funcién f de la cual sabemos que:
[f1(x)=3x2-2x+5 yque f(1)=0

G(x) = J(sz —2x+5) =x%—x?+5x+ k son las primitivas de la funcion dada.

Entre todas ellas, nos interesa la que cumple que G(1) = 0, es decir:
G =5+k=0 = k=-5

Ast: f(x) =x3—x%+5x-5
29 Halla la funcién primitiva de la funcion y = 3x2 — x3 que pase por el punto
(2, 4).
, 4
G(x) = J(3x2 —x3)=x3- XT + k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que pase por (2, 4):
GRQ)=4+k=4 = k=0
La funcién que buscamos es:

4
=3 X
S =x :

30 Halla la funciéon que tome el valor 2 en x =1 y cuya derivada es:
[(x)=3x2+6
G(x) = J(sz +6) =x3 + 6x + k son las primitivas de la funcion dada.

Buscamos k para que G(1) = 2:
G=7+k=2 = k=-5

Por tanto: f(x) = x3 + 6x—5

31 Halla la primitiva de f(x) =1—x —x? que corte al eje de abscisas en x = 3.
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2 x2 x3 . .
G(x) = J 1-x-x°)=x- EEEY + k son las primitivas de la funcion dada.
Buscamos k para que G(3) = 0:

oz 2
G@3) = 5 +hk =k 5

La funcién que buscamos es:

CUESTIONES TEORICAS

32 Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f, ;se verifica necesariamente que
F(x) = k + G(x)? Justifica la respuesta.
Si. Justificacion:
J.f= F(x) + ¢ Jf= G(x) + ¢,
Restando:

0=Fx -G +(c,—c) = Flx) =k+ Gx)

X

33 Siendo F(x) =J f =3x2%-5x, hallala funcién f. Calcula F(0) y F(2).
1

S =F'(x)=6x-5
F(O)=0; F(2)=2

34 Calcula el area bajo la curva f(x) = x> -1 en el intervalo variable [1, x].
Halla el area para x = 4.

x2-1=0 - x,=-1, x,=1 |
X * /
Area=J r2-1

1 2

[N
=

e

G(t)=j(¢2—1)=“3—3-t

2 —4
GH=-2
(D 3
) X3 >
Area (1, x] = |G(x) — G(D]| = ?—x+ 5

Cuando x =4, queda: Area [1, 4] = 18 u?
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35 Demuestra, utilizando integrales, que el area del rec- Y
tanguloes A=b- a.

@ Halla la ecuacion de la recta r y calcula el drea limitada a
por r yeleje OX entre x=0y x=0b.

La ecuacion de r es y = a. El area es:
b
Area=| a
0

G(x) =Ja=ax

Gb) =ab; GO)=0

Area=GMb)-GO)=ab

PARA PROFUNDIZAR

36 Dadala funcién f(x)=ae*3 + % (x #0):
S

2

a) Calcula J f(x) en funcion de a.
1

b) Se sabe que F es una primitiva de f. Calcula a si F(1)=0 y F(2)=1/2.

2 2 2
a)Jf(x) = j (ate"/3 + %) = [3016””3 - %] = (36102/3 - %) —Bae3-1)=
i 1 1

X

= 30(e¥3 — o1/3) + %

b)Si F es una primitiva de f, tenemos que:
F0) = 3ae"3 - L vk
X
Tenemos que hallar & y a para que:
F(D=0 — 3ae3-1+k=0 3ae'3 + k=1
_1 23 _ 1 _1 23 4 b=
FQ=— — 3ae*——=+k=—| 3ae*3+k=1
2 2 2
Restando la 22 ecuacion menos la 1%
3ae3 -eH =0 - a=0 - k=1

Por tanto: F(x) = 1 +1
X

37 Expresa por una integral el area del triangulo de vértices (0, 3), (7, 3) y
S (7, 10). Explica el significado de la integral escrita.
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38
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e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 10) es:

Ecuacion: y=x+3
7,3

e La ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 3) es:
y=23
El area del tridngulo es el area comprendida entre las dos rectas anteriores y x = 7.
Asi, tenemos que:

7

7 7
Area=J.[(x+ 3) - 3] =J.x=Area
0 0
e Calculamos su valor:
7
J X = 49 u?
O 2

Halla el area del triangulo mixtilineo de vértices A(2, 4), B(-2,4) y C(-1, 1),
en el que las lineas AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos
By C eslade ecuacion y = x2.

B(-2, 4) il yr4
A2, D)
yEa?
C-1, D

e Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por A y C:

Ecuacion: y=4+(x—-2)=x+ 2
e Calculamos el area pedida:

-1 2 311
Area=J. (4—x2)+J. [4—(x+2)]=[4x—%] +|] Q-x-=
-2 -1 _

2
=(—4+l)—(—8+§)+[2x_x_2] =i+2+2=—u2
3 3 4 3 2 6



39 lLacurva y=al[l-(x-2)*, con a>0, limita con el eje de abscisas un re-
§ cinto de 12 unidades de superficie. Calcula el valor de a.

e Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

x—-2=1 — x=3
1-(x—2)?%= —z=1<_
all - (x-24]1=0 —» -2 < - & x-1
e Calculamos el drea e igualamos a 12:

3 313
{nn — e 2] = =2 _ 1 1\]_
Area J all — (x —2)~] d[x 3 ] a[S 3 (1 + )]

1 1
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