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Prdlogo

Este manual recopila y ofrece resueltos los ejercicios y problemas de Matemati-
cas aplicadas a las Ciencias Sociales, correspondientes a las pruebas de ac-
ceso a la Universidad de Oviedo, en su modalidad de acceso LOGSE; se
han incluido todas las pruebas, desde 1994 hasta la actualidad.

Las razones que nos han movido a seleccionar las pruebas de la Universi-
dad de Oviedo y no las de otras universidades son variadas: por una parte,
son las pruebas a las que han tenido que acudir nuestros alumnos; por otra,
presentan, salvo excepciones, una cierta homogeneidad lo que facilita una
evaluacion sosegada que evita las "sorpresas'; y también, porque presentan
ciertas peculiaridades en la forma, que hacen que se ajusten perfectamente
a lo que entendemos que pudiera ser una evaluacién del curso de 2° de
Bachiller de Mateméticas aplicadas a las Ciencias Sociales.

Se ha incluido, también, una amplia coleccién de problemas propuestos,
cuyas soluciones se pueden encontrar en el anexo A del libro.

Toda la materia se estructura en 6 bloques de contenido que pueden, o no,
hacerse coincidir con las tres evaluaciones correspondientes a un curso; de
esta manera, se garantiza que el contenido del programa resulte equilibrado
en lo que a diferentes partes de las matematicas se refiere.

Los dos primeros bloques corresponden a dlgebra: el primero abarca lo
referente a matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales; el
segundo se ocupa de una introduccién a los problemas de programacién
lineal bidimensional.

El tercero y cuarto bloques corresponden a andlisis: el tercero incluye
funciones, y su representacion, limites y continuidad, derivadas y sus apli-
caciones; el cuarto se ocupa del célculo integral.

Los dos tltimos bloques estudian la probabilidad y la estadistica: el
quinto se centra en la probabilidad y el teorema de Bayes, mientras que
el sexto y tultimo bloque lo hace en la teoria de muestras, la inferencia
estadistica y las pruebas de contraste de hipétesis.

El tipo de exdmen que se propone al finalizar el curso, es el mismo que
el que se viene realizando en las distintas convocatorias de exdmen de las
pruebas PAU: consiste en 6 problemas, al azar, uno por cada uno de los
6 bloques de contenidos, de entre los que el alumno ha de seleccionar y
contestar a 4 de ellos.

Esperamos que esta sencilla coleccién ordenada de problemas pueda re-
sultaros de utilidad.
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1

Matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones

1.1 Problemas PAU

Junio 94:

Un grupo de personas se reune para ir de excursion, juntdndose un total
de 20 entre hombres, mujeres y ninios. Contando hombres y mujeres juntos,
su nimero resulta ser el triple del nimero de ninios. Ademds, si hubiera
acudido una mujer mds, su nimero igualaria al del hombres.

a) Plantear un sistema para averiguar cudntos hombres, mujeres y ninos
han ido de excursion.

b) Resolver el problema.

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos z, ¥y, z, al nimero de hombres, mujeres y ninos, respectiva-
mente, que fueron de excursion, tendremos:

r+y+2=20 r+y+2=20

r+y=3z ; ordenamos:{ z+y—32=0

y+1l==x —z4+y=-1
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

1 1 1 1 1 1 20
M = 1 1 -3 M, = 1 1 -3 0
-1 1 0 -1 1 0 -1
1 1 1
Como [M|=] 1 1 -3 |=8#0—r(M)=r(Ma)=3—S.C.D.
-1 1 0

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos
los valores de:

20 1 1 1 20 1
IMyl=| 0 1 =3 |=64|My=| 1 0 —3|=056;
-1 1 0 -1 -1 0

1 1 20
[M,=] 1 1 0 |=40

-1 1 -1
x:l%‘”':%28;312%"—‘:?6:7;,2:“1\]{;":%:5

Luego, habrédn asistido 8 hombres, 7 mujeres y 5 nifios a la excursién.
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Septiembre 94:

Clierto estudiante obtuvo, en un control que constaba de 3 preguntas, una
calificacion de 8 puntos. En la sequnda prequnta sacé dos puntos mas que
en la primera y un punto menos que en la tercera.

a) Plantear un sistema de ecuaciones para determinar la puntuacion
obtenida en cada una de las preguntas.

b) Resolver el sistema.

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos z, ¥, z, a la puntuacién obtenida en cada pregunta, respec-
tivamente, tendremos:

T+y+z=28 rT+y+z=28
y=x+2 , ordenamos: —xr+y=2
y=z-—1 y—z=—1

Apartado b:
Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

111 1 1 1 38

M= -11 0 M= -1 1 0 2
0 1 -1 0 1 -1 -1
111

IM|=| -1 1 0 |=-3#0—r(M)=r(Ma)=3—S.C.D.
0 1 -1

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos
los valores de:

8§ 1 1 1 8 1
IMgl=] 2 1 0 |==3|My|l=|-1 2 0 |=-9

-1 1 -1 0 -1 -1

1 1 8
|M.|=| -1 1 2 |=-12

0 1 -1
x:lf‘ﬁ'zj—g’zl;y:%::—g:3;z:%:i—?:4

Luego, habra obtenido 1 punto en la primera pregunta, 3 en la segunda
y 4 en la tercera.

Septiembre 94 (bis):
Sea la matriz A de coeficientes asociada a cierto sistema de ecuaciones
lineales y B la matriz de sus términos independientes:
a -2 4
(o) =)

a) Plantea algebraicamente el sistema indicando las operaciones hechas.
b) Discute su compatibilidad e interpreta los resultados obtenidos.
Solucién:
Apartado a:
El sistema expresado en forma matricial, sera:



1. Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones 3

a —2 (o _ (4
a a—1 y ]\ 4
Efectuando el producto de matrices, y aplicando la definicién de igualdad
. - . ) ar—2y=4
de dos matrices, obtendremos el sistema pedido: { wr+(a—1)y—4 "
Apartado b:
Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:
a =2 a -2 4
M_<a a—l) Ma_(a a—1 4)
Analizamos los valores criticos haciendo |M| =0

a —2
|M] = a a—1

e Sia#0 Y a#—1
|M|#0— r(M) =r(Ma) =2 — S.C.D. (solucién tnica).

=0—a’+a=0ja(a+1)=0—a; =0;a3 = —1

e Sia=0

0 -2 0 —2 4
M = 0 -1 M, = 0 -1 4
|[M| =0 — r(M) =1y r(Ma) = 2, puesto que es posible encontrar en

la matriz M, un menor complementario de orden 2 y distinto de cero; por

ejemplo: :1 4 ‘ Por tanto, S.I. (No soluciones).
e Sia=-1
-1 -2 -1 -2 4
M = -1 -2 M. = -1 -2 4

IM|=0—r(M)=1yr(Ma) =1, puesto que no es posible encontrar
en la matriz M, un menor complementario de orden 2 y distinto de cero.
Por tanto, S.C.I. (Infinitas soluciones).

Junio 95:

Un ama de casa adquirid en el mercado ciertas cantidades de patatas,
manzanas y naranjas a un precio de 100, 120 y 150 ptas/kyg., respectiva-
mente. El importe total de la compra fueron 1.160 ptas. El peso total de la
misma 9 kg. Ademds, comprd 1 kg. mds de naranjas que de manzanas.

a) Plantear un sistema para determinar la cantidad comprada de cada
producto.

b) Resolver el problema.

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos x, y, z, al nimero de kg. comprados de patatas, manzanas y
naranjas, respectivamente, tendremos:
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10x + 12y + 152 = 116

simplificamos:{ z+y+2z=9
y—z=—1

100z 4 120y + 150z = 1160
T+y+z=9
y+1l==z

Apartado b)
Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los

coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:
10 12 15 116

10 12 15
M = 1 1 1 M, = 1 1 1 9
0o 1 -1 0o 1 -1 -1
10 12 15
Como |M|=]1 1 1 |=7#0—rM)=r(Ma)=3— S.C.D.
0o 1 -1
Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos
los valores de:
116 12 15 10 116 15
M, =] 9 1 1 | =14 M= 1 9 1 | =21
-1 1 -1 0o -1 -1
10 12 116
IM,|=] 1 1 9 |=28
0o 1 -1
L L . =

Por tanto, habrd comprado 2 kg. de patatas, 3 kg. de manzanas y 4 kg.

de naranjas.

Septiembre 95:
La matriz de coeficientes A, asociada a cierto sistema de ecuaciones

lineales, asi como la de sus términos independientes B son las siguientes:

1 1 1 12
A=12 -1 1 B = 6
5 1 =2 2

a) Deduce las ecuaciones del sistema indicando las operaciones hechas.
b) Obtén, si es posible, la inversa de las matrices A y B. Razona las

respuestas.
Solucién:
Apartado a:
El sistema expresado en forma matricial, sera:
1 1 1 x 12
2 -1 1 |y | = 6
5 1 =2 z 2
Efectuando el producto de matrices, y aplicando la definicién de igualdad
TH+y+z=12
de dos matrices, obtendremos el sistema pedido: 2 —y+2=26
STy —2z=2

Apartado b:

e Determinacién de A~1:
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1 1 1
- calculamos el determinante: [A]=| 2 -1 1 |=17#0
5 1 =2

Como que |A| # 0, la matriz A es inversible.
- calculamos la matriz adjunta A*, reemplazando cada elemento por el
valor de su menor adjunto:

19 7
A =3 -1 4 |,
2 1 -3
- determinamos la matriz traspuesta de la adjunta:
1 3 2
AH"=19 -7 1
7T 4 -3
1 3 2
- la matriz inversa serd: A=! = |7}| (An7T = = E7) —47 13

e Determinacién de B~': no es posible pues B no es una matriz cuadrada.

Junio 96:
En una confiteria envasan los bombones en cajas de 250 gr., 500 gr. y
1 kg. Cierto dia se envasaron 60 cajas en total, habiendo 5 cajas mds de
tamario pequerio (250 gr.) que de tamafnio mediano (500 gr.). Sabiendo que
el precio del kg. de bombones es 4.000 ptas. y que el importe total de los
bombones envasados asciende a 125.000 ptas:
a) Plantear un sistema para determinar cudntas cajas se han envasado
de cada tipo.
b) Resolver el problema.
Solucién:
Apartado a:
Tenemos que:
- precio de la caja de 250 gr. = 1000 ptas.
- precio de la caja de 500 gr. = 2000 ptas.
- precio de la caja de 1 kg. = 4000 ptas.
Si llamamos x,y, z, al nimero de cajas envasadas de 250 gr. , 500 gr. y
1 kg., respectivamente, tendremos:

rz+y+2z=060 rz+y+2=060

r=y+5 simplificamos:{ z—y =5

1000z + 2000y + 4000z = 125000 x+2y+4z =125
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:
1 1 1 1 1 1 60
M=11 -1 0 M,=11 -1 0 5
1 2 4 1 2 4 125
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1 1 1
Como [M|=]1 -1 0|=-5#0—>r(M)=r(Ma)=3— S.C.D.
1 2 4

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos
los valores de:

60 1 1 1 60 1
M, [=| 5 -1 0|=-125]M,|=|1 5 0 |=-100;

125 2 4 1 125 4

1 1 60
M. =|1 -1 5 |=-75

1 2 125
x:'f‘ﬁll:%:25;11:%”:%?:20;2:%‘::—755=15

Por tanto, se habran envasado 25 cajas pequenas, 20 medianas y 15
grandes.

Junio 96 (R):

El precio de entrada a cierta exposicion es de 200 ptas. para los ninos,
500 para los adultos y 250 para los jubilados. En una jornada concreta, la
exposicion fué visitada por 200 personas en total, igualando el nimero de
visitantes adultos al de minios y jubilados juntos. La recaudacion de dicho
dia ascendid a 73.500 ptas.

a) Plantear un sistema de ecuaciones para averiguar cudntos ninios, adul-
tos y jubilados visitaron la exposicion ese dia.

b) Resolver el problema.

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos «, y, z, al nimero de nifios, adultos y jubilados, respectiva-
mente, que visitaron ese dfa la exposicién, tendremos:

Tz +y+z=200 Tz +y+z=200

y=x+z2 simplificamos:{ z—y+2z=0

200z + 500y + 250z = 73500 20z + 50y + 25z = 7350
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

1 1 1 1 1 1 200
M= 1 -1 1 M= 1 -1 1 o0
20 50 25 20 50 25 7350
1 1 1
M= 1 =1 1 |=-10#£0—rM)=r(M,)=3— S.C.D.
20 50 25

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos

los valores de:
200 1 1 1 200 1

IMy=| 0 —1 1 [=-=300;|M,|=|1 0 1 |=-1000
7350 50 25 20 7350 25
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1 1 200
M= 1 -1 0 |=-700
20 50 7350
CIMa| . —300 e Myl 1000 .. IMa]| 700 _
o= i = =5 = 30y = i = E?—“m&—umk_i%—7o

Luego, a la exposicién, habréan acudido 30 ninos, 100 adultos y 70 jubi-
lados.

Septiembre 96:
Dado el siguiente sistema de ecuaciones:
r+y+2=6

r—2y+22=5

2c —y+2z=11
a) Obtén su matriz de coeficientes.
b) Calcula el determinante de la matriz anterior.
¢) Sin resolver el sistema, razonar si tendrd solucion dnica.
Solucién:

Apartado a:
1 1 1
Su matriz de coeficientes serd: M = 1 -2 2
2 -1 1
Apartado b:
El deternllinarllte dle dicha matriz sera:
M| =]1 -2 2|=-2-1+4+4+442-1=6
2 -1 1
Apartado c:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

11 1 1 1 1 6
M=|1 -2 2 My=|1 -2 2 5
2 -1 1 2 -1 1 11
11 1
Como |[M|=|1 =2 2|=6%#0—r(M)=r(Ma)=3— S.C.D.
2 -1 1

Por lo que el sistema tendrd una tdnica solucién.

Junio 97:

En un supermercado van a poner en oferta dos marcas de detergente (A
y B). El propietario consulta su libro de cuentas para ver las condiciones de
una oferta anterior, encontrando la siguiente informacion: el nimero total
de paquetes vendidos fueron 1.000 unidades; el precio del paquete A 500
ptas; y el importe total de la oferta 440.000 ptas. Pero en sus anotaciones
no aparece reflejado claramente el precio del paquete B.

a) Plantear un sistema para determinar el nimero de paquetes vendidos
de cada marca. Discutir su compatibilidad.
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b) Averiguar si el precio del paquete B fue 400 o 408 ptas. scudntos
paquetes se vendieron?

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos x e y al nimero de paquetes vendidos de las marcas A y B,
respectivamente, tendremos:

{ x +y = 1000

500z + my = 440000 ’

paquete de marca B.

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

1 1 1 1 1000

M:<500 m) Ma:(500 m 440000)

Analicemos los valores criticos haciendo:

|M|=0— m—>500=0— m =500

~sim # 500 — r(M) =2y r(M,) =2— S.C.D.(solucién unica)

-sim =500 — r(M) =1y r(M,) = 2, pues es posible encontrar en
ésta, al menos, un menor complementario de orden 2 distinto de cero. Por

representando el pardmetro m el precio del

. 1 1000 .,
ejemplo: 500 440000 ‘ # 0 — S.I. (No solucién)
Apartado b:
Se trata de resolver el sistema para los valores m = 400 y m = 408:
2 +y = 1000 B B
{ 500z + 400y = 440000 1 = 400,y = 600}
x +y = 1000 _ 8000 , _ 15000
{ 500z + 408y = 440000 {o="3y= "5

Como el nimero de paquetes vendido de cada marca debe ser un nimero
entero, el precio del paquete B tiene que haber sido 400 pesetas. En estas
condiciones, se habrian vendido 400 paquetes de la marca A y 600 paquetes
de la marca B.

Septiembre 97:
La matriz de coeficientes asociada a cierto sistema de ecuaciones lineales
es:

1 1 1 2
A= 2 -1 40
-1 1 2 5

a) Obtener las ecuaciones del sistema.

b) Calcular el rango de la matriz formada por los coeficientes del sistema.

¢) Sin resolver el sistema, deducir razonadamente si admite soluciones y
en qué numero.

Solucién:
Apartado a:

r+y+z=2
El sistema asociado a la matriz dada sera: 20 —y+42=0

—x+y+22=5
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El mismo sistema, expresado en forma matricial:

1 1 1 T 2

2 -1 41w =10

-1 1 2 z )
Apartado b:

Para calcular el rango de la matriz de los coeficientes del sistema M,
calculamos el valor de su determinante |M]|:

1 1 1
IM|=| 2 -1 4|=-242-4-1-4-4=-13+£0
-1 1 2
Como que |M| # 0, sabemos que (M) = 3

Apartado c:
Por el teorema de Rouché-Frobenius, sabemos que:
-8l r(M) = r(M,) = n° incégnitas — S.C.D. (Solucién unica)
-sir(M) =r(M,) < n° incégnitas — S.C.I. (Infinitas soluciones)
- sir(M) # r(M,) — S.I. (No soluciones)

Como que |[M|#0— r(M) =r(M,) =3 — S.C.D.
Por lo tanto, el sistema admite solucién, y ésta serd unica.

Junio 98:

Una autoescuela tiene abiertas 3 sucursales en la ciudad. El niimero total
de matriculados es 352, pero los matriculados en la tercera son sélo una
cuarta parte de los matriculados en la primera.

Ademds, la diferencia entre los matriculados en la primera y los matricu-
lados en la segunda es inferior en dos unidades al doble de los matriculados
en la tercera.

a) Plantear un sistema de ecuaciones para averiguar el nimero de alum-
nos matriculados en cada sucursal.

b) Resolverlo.

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos x,y, z, al nimero de alumnos matriculados en la primera,
segunda y tercera sucursal, respectivamente, tendremos:

x+%+z:352 T+y+z=2352

2= , ordenamos: x—4z=0

T—y+2=22 T—y—2z=-2
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:
1 1 1 1 1 1 352
M=]11 0 -4 M,=11 0 -4 0
1 -1 =2 1 -1 -2 =2
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1 1 1
Como|M|=|1 0 —4|=-T#£0—>rM)=r(Ma)=3—S5.C.D.
1 -1 =2
Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos
los valores de:
352 1 1 1 352 1
M, =] 0 0 —4 |=-1400;|My|=|1 0 —4 |=-T14;
-2 -1 =2 1 -2 -2
1 1 352
M, ]=]1 0 0 |=-350
1 -1 =2
=l = =M00 — 900,y = ‘lﬂf\;" = =T = 1022 = I = =250 = 50

Luego, habrd 200 alumnos matriculados en la primera sucursal, 102 en
la segunda y 50 en la tercera.

Septiembre 98:

La matriz de los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales es:
( aJlr 1 C2L > y la de los términos independientes es: < 32 )

a) Plantear las ecuaciones del sistema.

b) Estudiar su compatibilidad en funcion de los valores de a. ;En qué
casos tiene solucion unica?.

¢) Resolverlo si a = 2.

Solucién:
Apartado a:
. . . ) rtay=2
El sistema asociado a las matrices dadas sera: { (a+1)z+2y—=—2

El mismo sistema, expresado en forma matricial:
1 a T\ 2
a+1 2 ) Ly )\ -2
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

1 a 1 a 2
M(a—i—l 2) M“(a—i—l 2 —2)
Analizamos los valores criticos haciendo |M| =0

1 a
(M| =

atl 2 =0—2-ad’-a=0—a;=1yay=-2

e Sia#1 Y a# —2
|M| #0 — r(M)=r(M,) =2 S.C.D. (solucién unica).

e Sia=1

11 11 2
M<2 2) M“<22—2)
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|[M|=0— (M) =1y r(M,) = 2, puesto que es posible encontrar en
la matriz M, un menor complementario de orden 2 y distinto de cero; por

ejemplo: 2
-] p * 2 _2 *
Por tanto, S.I. (No soluciones).
e Sia=-2
1 -2 1 -2 2
M‘<—1 2 M=\ 21 2 2

M| =0 — r(M) =1y r(M,) =1, puesto que no es posible
encontrar en la matriz M, un menor complementario de orden 2 y distinto
de cero.

Por tanto, S.C.I. (Infinitas soluciones).

Apartado c:
Si suponemos que a = 2, tendremos que:
{ §z++2:gy:*2—2 , cuya solucién es: {z = =2,y = 2}
Junio 99:
Sean las matrices:
T 1 z 1
A=\ 2z -1 |;B= ( ) ;C 2z | ;D=1 0
-z 1 Y —z %

donde x,y,z son desconocidos.

a) Calcular las matrices (AB) +C y 3D

b) Sabiendo que (AB)+C = 3D, plantear un sistema de ecuaciones para
encontrar los valores de x,y, z.

¢) Estudiar la compatibilidad del sistema. ;Cudntas soluciones tiene?

d) Encontrar, si es posible, una solucion.

Solucién:

Apartado a:

Para multiplicar dos matrices, multiplicamos vectorialmente las filas de
la primera por cada una de las columnas de la segunda. Para sumar dos
matrices sumamos sus elementos correspondientes. Asi:

T 1

1 z
A-B+C=| 2z -1 ( )-I— 2z | =
—x 1 4 —z
T+y z T+y+z
= 2c—y |+ | 2% =| 22 —y+22
—x+y —z —xr+y—=z

Para multiplicar una matriz por un escalar, multiplicamos cada uno de
los elementos de la matriz por dicho escalar. Asi:

1 3

3D=310 |=( 0
1 1
3
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Apartado b:
TH+y+ 2 3
Como que (AB) + C = 3D, tenemos que: | 2c—y+2z | =| 0 |,
—T+y—z 1
r+y+z=3
luego: 2r —y+22=0
—r4+y—z=1
Apartado c:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

1 1 1 1 1 1 3
M = 2 -1 2 M, = 2 -1 2 0
-1 1 -1 -1 1 -1 1
1 1 1
Como |[M|=| 2 -1 2 |=0—r(M) =2, puesto que es posible
-1 1 -1
encontrar en la matriz M un menor complementario de orden 2 y distinto
de cero; por ejemplo: é _11

— 1r(M,) = 2, puesto que no es posible encontrar en la matriz M, un
menor complementario de orden 3 y distinto de cero:

3 1 1 1 3 1 1 1 3
0 -1 2 |=0 2 0 2 |=0 2 -1 0|=0
1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
Como r(M) =r(M,) =2 — S.C.I. (Infinitas soluciones).
Apartado d:

Una de las ecuaciones es combinacion lineal de las otras dos; la elimi-
r+y+z=3
namos:

—r4+y—z=1
Consideramos la z como constante y la pasamos, junto a los términos
. . . Jz+y=3-=2
independientes, al segundo miembro: ety =1+2

Para cada valor de z, obtendremos una posible solucién del sistema.
Supongamos: z = 0:

. r+y=3
tendremos: { Coty=1

—{r=1y=2}

Septiembre 99:

En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede
repostar gasolina en tres estaciones de servicio (A, B y C). El individuo
recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha sido de 120 ptas/litro
y el precio de la gasolina en B de 118 ptas/litro, pero ha olvidado el precio
en C. (Supongamos que son "m” ptas/litro).

También recuerda que:

- la suma del gasto en litros de gasolina en las estaciones A y B superd
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en 4680 ptas. al gasto en C.

- el numero de litro de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.

- el gasto de litros en A superd al de B en 1260 ptas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de "m”) para determi-
nar los litros consumidos en cada gasolinera.

b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funcion de "m”. ;Puedes dar
algin precio al que sea imposible haber vendido la gasolina en la gasolinera
c?

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos z, y, z, al nimero de litros que ha repostado en las gasolineras
A, By C, respectivamente, tendremos:

120z 4+ 118y = mz + 4680 1202 4 118y — mz = 4680

y==z ,ordenamos: ¢ y—2z=0

1202 = 118y + 1260 120z — 118y = 1260
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

120 118 —m 120 118 —m 4680
M = 0 1 -1 M, = 0 1 -1 0
120 —-118 O 120 —-118 0 1260

Analizamos los valores criticos haciendo |M| =0
120 118 —m

M|=| 0 1 =1 |=0- —14160+ 120m — 14160 = 0 —
120 —118 0
—m =236
o Sim # 236

M| #0—r(M)=r(M,) =3— S.C.D. (solucién unica).

e Sim =236
120 118 —236 120 118 —236 4680
120 —-118 0 120 —-118 0 1260
IM| = 0 — r(M) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz

M un menor complementario de orden 2 y distinto de cero; por ejemplo:

120 118
o
M, un menor complementario de orden 3 y distinto de cero; por ejemplo:

120 118 4680

0 1 0

120 —118 1260

Como r(M) # r(M,) — S.I. (No solucién).

Por esta razon, resultarfa imposible haber vendido la gasolina a 236 ptas.
litro en la gasolinera C.

; (Ma) = 3, puesto que es posible encontrar en la matriz
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Junio 00:

Sea 6A + 21 = B una expresion matricial, donde, B, denota una matriz
cuadrada de orden 2x2, tal que B = < g _11 ) e I, la matriz unidad de
orden correspondiente.

a) ¢Qué dimension tiene la matriz A?

b) Determine los elementos que integran la matriz A, esto es, a; j € Ap.q.

¢) Calcule A+ 2I.

Solucién:

Apartado a:

Para que dos matrices puedan sumarse es necesario que tengan la misma
dimensién; ademds, su suma es otra matriz de la misma dimensién que las
matrices sumandos. Por tanto, la matriz A tiene que tener dimensién 2z2.

Apartado b:

Como 6A + 21 = B, entonces: 6A =B — 2] — A —2I)

(8 )20 O] 11%( 2)]

(4 1\ _ (32 ¢
=i 5)-(1 4
Apartado c:
2 1 1 0 g8 1
aver=( 5 5 Ye2( g )= (1 1)
2 T3 01 2 3

Septiembre 00:

-1 2 1 -1 =z 1 .
SeanA-( y 3 5>yB—< 3 x+z>d05matmcesde

orden 2x3, en las que x,y,z denotan valores numéricos desconocidos.

a) Determine, razonadamente, los valores de x,y,z € R de manera que
A=B.

b) ¢Es posible el cilculo de AxB?. Razone la respuesta.

Solucién:

Apartado a:

Para que dos matrices sean iguales es necesario que tengan la misma
dimensioén y, ademads, que los elementos que ocupen la misma posicién en
ambas sean iguales (a; ; = b; ;). Por tanto, si:

A:<1 2 1)yB:<1 z 1 >,entonces:

y 3 95 3 z x+z
2=x
_ y=3
A=B — 3_
Ademss, se verifica que: 5 = = + z
Apartado b:

Para que pueda efectuarse el producto AxB , es necesario que el nimero
de columnas de A sea igual al nimero de filas de B. Como que la matriz
A tiene 3 columnas y la matriz B tiene 2 filas, el producto AxB NO puede
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efectuarse.

Junio 01:

Un agente inmobiliario puede realizar 3 tipos de operaciones: venta de
un piso nuevo, venta de un piso usado y alquiler. Por la venta de cada piso
nuevo recibe una prima de 120.000 ptas. Si la operacion es la venta de un
piso usado recibe 60.000 ptas. Se desconoce la prima cuando la operacion
es un alquiler.

Este mes el niimero total de operaciones fue 5. La prima total por venta
de pisos fue superior en 200.000 ptas. a la obtenida por alquileres, y la
prima total por venta de pisos nuevos fue el triple que por alquileres.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (sin resolverlo) para obtener el
nimero de operaciones de cada tipo realizadas (en funcion de la prima
de alquiler de valor desconocido).

b) Indica una prima a la que es imposible que se hayan podido pagar los
alquileres.

¢) Indica tres primas a las que es posible que se hayan podido pagar los
alquileres.

d) Si la prima de alquileres fue de 20.000 ptas. ;cudntas operaciones de
cada tipo se realizaron?

Solucién:

Apartado a:

Llamamos x, y, z, al niimero operaciones de cada tipo que ha realizado y
m a la prima desconocida (en miles de pesetas):

r = n° ventas de pisos nuevos
y = n° ventas de pisos usados
z = n? alquileres

Con lo que tendremos:

T+y+z=>5 T+y+z2=5

120z 4+ 60y = mz + 200 , ordenamos:{ 120z + 60y — mz = 200

120z = 3mz 120z —3mz =0
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

1 1 1 1 1 1 )
M=1 120 60 —m M,=1 120 60 —m 200
120 0 —-3m 120 0 -3m O
Analizamos los valores criticos haciendo|M| =0
1 1 1
[M|=]120 60 —m |=0—60m—7200=0— m =120
120 0 —-3m
o Sim #120

|[M|#0—r(M)=r(Ma) =3 — S.C.D. (solucién tinica).
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e Sim =120
1 1 1 1 1 1 5
M= 120 60 —-120 M,=1] 120 60 —120 200
120 0 —360 120 0 -360 O
|M| = 0 — (M) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz

M un menor complementario de orden 2 y distinto de cero; por ejemplo:
‘ 11

120 60
r(Ma) = 3, puesto que es posible encontrar en la matriz M, un menor
1 1 5
complementario de orden 3 y distinto de cero; por ejemplo: | 120 60 200
120 0 O

Como r(M) # r(M,) — S.I. (No solucién).

Por esta razoén, resultaria imposible que las primas por alquileres fueran
120.000 ptas.

Apartado c:

Resolvemos el sistema en funcién de m:

M| =| 120 60 —m |=60m— 7200

120 0 —3m
5 1 1
M| =] 200 60 —m |=-300m— =1 = =200m
0 0 —3m
1 5 1
| M,

_ _ _ IMy]l _ 600m—24000
120 0 —-3m

1 1 5
= - _ M. —12000
|M.|=1] 120 60 200 | =-12000— z = T = G0m—7300
120 0 O
Apartado d:
Si la prima de alquileres hubiera sido de 20.000 ptas, tendriamos: m = 20
_ M|  —300m __
T = TM] = 60m—7200 —
— Myl _ 600m—24000 _ o
Y= TM[ T “60m—7200
_ M. _ _—12000 _
2= T8 = Som—ra00 = 2

Con lo que habria vendido 1 piso nuevo, 2 pisos usados y realizado 2
alquileres.

Septiembre 01:
Sean las matrices:

a 1 . 1 z
A= 1 a |;B= ( ) ;C=| 1 | ;D=1 =z
10 y 0 2

a) Sabiendo que AB = 2C — D, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 8
incognitas (representadas por x,y,z) donde a es cierto valor desconocido.
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b) Si se supiera que el sistema tiene solucion, spodriamos descartar algin
valor de a?

¢) Si se supiera que el sistema tiene solucion unica, gpodriamos descartar
algin valor de a?

d) ¢Hay algin valor de a para el que el sistema tenga mds de una solu-
cion?

Solucién:
Apartado a:
Como sabemos que AB = 2C — D, tendremos:
a 1 1 z ar +y 2—z
1 a <x):2 1 1=z |- z4+ay | =] 2—2
1 0 0 z T —z
ar+y=2-—=z ax+y+z=2
Luego, : z+ay=2—2 —< x+tay+z=2
Tr=—z rz+2=0

Discutimos el sistema, analizando el rango de la matriz de coeficientes y
de la ampliada:

a 1 1 a 1 1 2
M=|1 a1 My=| 1 a 1 2
1 0 1 1 010
a 1 1
IM|=|1 a 1 |=ad*>-a=0 — {a =0},{a=1}
1 01

e Sia#0ya#1:
r(M)=r(M,) =3

e Sia=0:
0 1 1 01 1 2
M = 1 01 M, = 1 01 2
1 01 1 010
01
r(M) =2 puesEI‘1 0‘7&0
01 2 — S.1.
r(Mg)=3 pues3| 1 0 2 |#0
1 00
e Sia=1:
1 1 1 11 1 2
M=[111 My=| 111 2
1 01 1 010
r(M)=2 pues 3 1
— S.C.1.

r(M,) =2 pues 3

= o = O
o
M
(e
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Apartado b:
Si el sistema tiene solucién, es un sistema compatible. Podemos descartar
el valor a = 0 porque, entonces:

y+z=2
r+z=2 la 2% y 3% ecuacién son contradictorias.
r+2=0

Apartado c:

Si el sistema tiene solucién tnica, es un sistema compatible determinado.
Podemos descartar, ademads del anterior valor a = 0, el valor a = 1 porque,
entonces:

r+yt+z=2
r+y+z=2 la 1% y 2% ecuacién son iguales y quedan menos
r+2=0
ecuaciones que incégnitas.
Apartado d:

Si el sistema tiene mds de una solucién, es un sistema compatible inde-
terminado. a =1

Junio 02:

En una farmacia se comercializan 3 tipos de champi de cierta marca:
normal, con vitaminas y anticaspa. Se sabe que el precio al que se vende
el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3 euros. Se desconoce el
precio al que se vende el anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido
por las ventas de los 3 tipos de champi el mes pasado fue de 112 euros y
el dinero obtenido en ventas con el champi normal fue 56 euros inferior
al dinero total obtemido en wventas con el resto. Ademds, el dinero total
obtenido en ventas con el champi de vitaminas y el anticaspa fue el mismo
que el que hubiera obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna
de los demds.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion del precio desconocido
del champi anticaspa, que puedes llamar por ejemplo m) donde las incdg-
nitas (x,y,z) sean las unidades vendidas el mes pasado de cada tipo de
champ.

b) s Qué puedes concluir sobre el precio del champi anticaspa a partir de
un estudio de la compatibilidad del sistema?

¢) Si se sabe que el nimero de unidades vendidas del anticaspa fue 20,
utiliza el resultado del apartado (b) para calcular las unidades vendidas de
los otros 2.

Solucién:

Apartado a:

Llamamos z, y, z, al nimero de unidades de cada tipo que ha vendido y
m al precio desconocido del champi anticaspa

x = n° unidades champi normal
y = n° unidades champi con vitaminas
z = n° unidades champi anticaspa
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Con lo que tendremos:

2z 4+ 3y + mz = 112 2z 4+ 3y + mz = 112
2z 4+ 56 = 3y + mz , ordenamos: 22 — 3y — mz = —56
3y +mz =28m 3y +mz =28m
Apartado b:
2 3 m 2 3 m 112
M=|2 -3 —m |;My=|2 -3 —m —56
0 3 m 0 3 m  28m
2 3 m 9 3
2 =3 —-m :0—>7‘(M):2,pues3‘ '7&0
0 3
0 3 m
2 3 112
2 -3 —56 | =-336m+ 1008 =0 — {m =3}
0 3 28m
e Sim=3:

r(M) =r(M,) =2 < n° incégnitas — S.C.I. (Infinitas soluciones)

e Sim #3:
r(M)=2#r(M,) =3 — S.I. (no hay solucién)
Apartado c:
Como que m = 3 y sabemos que z = 20, el sistema se convierte en:
2z + 3y +mz = 112 2z + 3y + 3z =112
2 —3y—mz=-56 —{ 22—-3y—3z2=-56 —
3y +mz = 28m 3y+3z=84
2z + 3y + 60 = 112 2z 4+ 3y = 52
—<¢ 2r—-3y—60=-56 — (¢ 2z—3y=4 —{zx=14,y=28}
3y +60 =84 3y=24

Septiembre 02:

-1 2 -1 0 0
Sean las matrices A = 1 1 2 ,B=1a |, C=1{0
3 -3 a a 0

donde a es desconocido.

19

a) Sea el sistema de 3 ecuaciones con tres incdgnitas cuya matriz de
coeficientes es A y de términos independientes B. ;Puede para algin valor
de a no tener solucion este sistema? ;Para qué valores de a el sistema

tiene solucion unica?

b) Si la matriz de coeficientes es A pero la de términos independientes
es C, zes posible que para algin valor de a el sistema no tenga solucion?
Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga mds de una solucion

y calcula dos de ellas.

Solucion:
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Apartado a:
El sistema sera:
—z+2y—2=0

r+y+2z=a ,siendo:
3r—3y+az=a

-1 2 -1 -1 2 -1 0
M= 1 1 2 M, = 1 1 2 a
3 -3 a 3 -3 a a

M| = —-3a+12=0— {a =4}
e Sia#4:

r(M) =r(M,) =3 = n° de incégnitas — S.C.D. (Solucién unica)
e Sia=4:

r(M) =r(M,) =2 < n° de incégnitas — S.C.I. (Infinitas soluciones)
Apartado b:
El sistema serd homogéneo:
—x+2y—z=0
r+y+22=0 |, siendo:
3r—3y+az=0

-1 2 -1 -1 2 -1 0
M= 1 1 2 M, = 1 1 2 0
3 -3 a 3 -3 a 0

Un sistema homogéneo siempre es compatible y tiene, al menos, la solu-
cién trivial {z = 0,y =0,z = 0}.

Cuando |M| =0 — r(M) = r(M,) = 2 < n° de incégnitas — S.C.I.
(Infinitas soluciones)

e Sia=4:

—x+2y—2=0

z4+y+22z=0 H{xzfgz,yz%z,zzz}

3r—-3y+42=0
-siz=0—{r=0,y=0,2=0}
—siz:lﬁ{x:%‘r’,y:%,z:l}

-8t/

Junio 03:
1 2 1
La matriz de coeficientes de un sistema es 1 a a y la de tér-
1 4a 1
1
minos independientes 1
2a

a) sPara qué valor o valores de a el sistema no tiene solucion?
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b) Para cierto valor de a un individuo encontrd 2 soluciones del sistema.
¢ Cudnto valia a? stenia mas soluciones el sistema?

¢) Encuentra un valor de a para que el sistema tenga una dnica solucion
y, para dicho valor, resuélvelo.

Solucién:

Se trata de analizar la compatibilidad del sistema en funcién del valor
del pardmetro a. Para ello escribimos la matriz de los coeficientes M y la
matriz ampliada con los términos independientes M,:

1 2 1 1 2 1 1
M = 1 a a M, = 1 a a 1
1 4a 1 1 4a 1 2a
Analizamos los valores criticos haciendo |M| =0
1 2 1
IM|=|1 a a|=-4a*>+6a—2=0—{a=3},{a=1}
1 4a 1

e Sia# % ya#l
|M|#0—r(M)=r(M,) =3 — S.C.D. (solucién tnica)

e Sia= %
1 2 1 1 2 1 1
101 101
M=11 5 3 My=|(1 35 5 1
1 2 1 1 2 1 1
r(M) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz M un menor

complementario de orden 2 y distinto de cero; por ejemplo: 1 z
2

r (M,) = 2, puesto que no es posible encontrar en la matriz M, un menor
complementario de orden 3 y distinto de cero.
Por tanto, S.C.I. (infinitas soluciones)

e Sia=1
1 2 1 1 2 1 1
M=1111 M,=11 1 1 1
1 4 1 1 4 1 2
r(M) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz M un menor
complementario de orden 2 y distinto de cero; por ejemplo: 1 % ‘

r(M,) = 3, puesto que es posible encontrar en la matriz M, un menor

complementario de orden 3 y distinto de cero; por ejemplo:

— =
== N
N ==

Por tanto, S.I. (no soluciones)
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Apartado a:

Para que el sistema no tenga solucién, ha de ser incompatible; por tanto
a=1.

Apartado b:

Para que el sistema admita dos soluciones, ha de admitir infinitas y ser
compatible indeterminado; por tanto a = %

Apartado c:

Para que el sistema tenga solucién unica ha de ser compatible determi-
nado; por tanto a # 1 A a # %

Supongamos a = 0:

1 2 1 1 2 1 1
M=|1 0 0 M,=11 0 0 1
1 0 1 1 010
TH+2y+z=
El sistema serd: { z =1 — {:): =1,y= %,z = 71,}
T+ z=
Septiembre 03:
Sean las matrices:
1 1 0 z 0 0
A= 0 0 7B:(g O),C: 0 -y —=z s
11 Y 00 0
1 0
D=|1|,E=1| a |.
1 a

a) Sabiendo que (AB — C)D = 2E, plantea un sistema de 3 cuaciones
y 3 incdgnitas (representadas por x,y,z) en funcién de a.

b) sPara algin valor de a el sistema tiene solucion dnica?

¢) Para a =0 encuentra una solucion del sistema con z# 0.

Solucién:

Apartado a:
Efectuamos las operaciones indicadas para poder plantear el sistema:
11 0 T Yy z
AB=1{ 0 0 ( o v 0 ) =0 o0 o0
1 1 y T Yy 2
T Yy 2 z 0 0 0 y =z
AB-C=10 0 0 |]-|0 -y —2 =0y =z
x Yy z 0 0 0 T Yy =z
0 y =z 1 y+z
(AB-C)D=| 0 y =z 1| = y+z
T oy =z 1 r+y+z
0 0
2E=2| a | =1 2a
a 2a

Por tanto, para que se cumpla (AB — C) D = 2F
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y+z 0 y+2z=0
Y+ 2z =1 2a | ¢ y+2=2a
r+y+=z 2a r+y+z=2a
Apartado b:

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

0 1 1 01 1 0
M=1]1011 M,=( 0 1 1 2a
1 1 1 1 1 1 2a
Analizamos los valores criticos haciendo |M| =0
01 1
[M|=]0 1 1|=0
1 1 1
e Sia#0
r(M) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz M un menor
complementario de orden 2 y distinto de cero; por ejemplo: (1) 1 ‘
r(M,) = 3, puesto que es posible encontrar en la matriz M, un menor
01 0
complementario de orden 3 y distinto de cero: | 0 1 2a | =2a
1 1 2a

Como r(M) # r(M,) — S.I. (No solucién).
e Sia=0

r(M) = 2, puesto que no varfa.
r(M,) = 2, puesto que no es posible encontrar un menor complementario

01 10
de orden 3 y distinto de ceroen M, =] 0 1 1 0
1110

Como r(M) = r(M,) <n° de incégnitas — S.C.I. (Infinitas soluciones).

En ningin caso el sistema tiene solucién unica, puesto que para ningin
valor de a resulta ser compatible determinado.

Apartado c:

Si a = 0, tenemos:

y+2=0 . _
Thy+z=0 r+y+z2z2=0 r+y=—=z
H{x:(),y:_ka’z:k}
Una posible solucién con z # 0 seria: {x =0,y = -7,z =7}
Junio 04:

Un individuo realiza fotografias con una cdmara digital. Sabe que cada fo-
tografia de calidad normal ocupa siempre 0’20 megabytes de memoria. Cada
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fotografia de calidad dptima ocupa siempre una cantidad A de megabytes,
pero el individuo no la conoce. Esta semana ha llevado a revelar 24 fo-
tografias que le han ocupado un total de 9’2 megabytes de memoria.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de A) donde las incdg-
nitas sean el nimero de fotos de cada clase que ha realizado. Estudia la
compatibilidad del sistema.

b) ;Hay alguna cantidad de megabytes que es imposible que ocupe cada
foto de calidad dptima?

¢) La semana pasada también hizo 24 fotos y ocupd 9’2 megabytes de
memoria total. 5Es posible que el nimero de fotos de cada tipo fuera difer-
ente al de esta semana?

Solucién:

Apartado a:

Si llamamos z,¥, al nimero de fotos realizadas en calidades normal y
6ptima, respectivamente, tendremos:

{ T+y=24

0.2z + Ay =9.2

Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los

coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:

11 11 24
M:<0.2 A) Ma:<0.2A9.2>

1 1
|M|‘02A‘_Am, M| =0 — A=0.2

o SiA#£02

r(M) = 2, puesto que |M| # 0
r(M,) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz M, un menor

complementario de orden 2 y distinto de cero: 012 92 é =4.4
Como r(M) =r(M,) — S.C.D.
Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos

los valores de:

24 1 1 24
o= | 2 o o= |y 240
_ IM.| _ 24A-9.2 . IMy| 44
w= i =202y = Ll - A
e SiA=02

r(M) = 1, puesto que |M| # 0

r(M,) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz M, un menor
1 24

02 92| 4.4
Como r(M) # r(M,) — S.I.(no hay soluciones)

Apartado b)

complementario de orden 2 y distinto de cero:
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Luego resultaria imposible que cada foto de calidad éptima ocupe 0’2
megabytes de memoria.

Apartado c:

Si. El sistema presenta infinitas soluciones posibles; vienen dadas por
todos aquellos valores de A # 0, que generen soluciones enteras para x,y.

Septiembre 04:
Sean las matrices:

ST (e () -nll) -

3 m

a) Calcula cada uno de los tres productos AB; DE; EB

b) Si AB + C = D, plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incdgni-
tas (representadas por x,y) en funcion de m. ;Para qué valores de m el
sistema tiene solucion? ;es siempre unica?

Solucioén:

Apartado a:

AB—9o( * 2 5 _9 5x+2y 10z + 4y

0 m Y 2my

1 m 10m
DE:10<m>(3 m>:10<3m m2>:<30m 10m2>

EB=(3 m)<2>(15+my)
Apartado b:

ABAC = D — 10x + 4y n 0 — 10 1 R 10z + 4y "
2my 10z m 2my

0 (10
< 10x ) o < 10m )
{10x+4y—10 _}{ 10z + 4y = 10
2my 4 10z = 10m 10z 4 2my = 10m
Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los

coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes M,:
10 4 10 4 10
M(lO 2m> Ma(lO 2m 10m>

10 4
M = \

10 9m ':20m—40; IM|=0—m=2

e Sim#2
r(M) = 2, puesto que |M| #0
r(M,) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz M, un menor
complementario de orden 2 y distinto de cero.

Como r(M) = r(M,) — S.C.D.(solucién dnica)

e Sim=2
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10 4
M= 10 4 M. = (
r(M) = 1, puesto que |M| # 0
r(M,) = 2, puesto que es posible encontrar en la matriz M, un menor
10 10
10 20 | 100

Como r(M) # r(M,) — S.I.(no hay soluciones)

10 4 10
10 4 20

complementario de orden 2 y distinto de cero:

1.2 Problemas propuestos

B1-01:

Una persona disponia de 60.000 € y los repartié en tres fondos de inver-
sion diferentes (A, B y C), obteniendo ast 4.500 € de beneficios. Sabemos
que en el fondo A invirtié el doble que en los fondos B y C juntos; sabemos
también que el rendimiento de la inversion realizada en los fondos A, B y
C fue del 5%, 10% y 20% respectivamente.

a) Plantear un sistema para determinar las cantidades invertidas en cada
uno de los fondos.

b) Resolver el sistema anterior.

B1-02:

Parte de los huéspedes de un pequeno hotel se encuentra en el comedor;
en el mismo momento otra parte se encuentra en la sala de estar y el resto
en la biblioteca. Posteriormente, 4 se desplazan del comedor a la biblioteca,
1 de la sala de estar al comedor y 2 de la biblioteca a la sala de estar.
Ahora, ha quedado el mismo nimero de personas en cada una de las tres
estancias.

a) Plantear un sistema para determinar cudntas personas se encontraban
inicialmente en cada habitacion.

b) Resolverlo para determinar cudntos huéspedes se alojan en el hotel.

B1-03:

Una tienda de musica ha obtenido unos ingresos de 12768 € al vender
600 discos compactos de tres grupos musicales. Los discos se vendian a 24
€; sin embargo, los del seqgundo y tercer grupo, al ser menos recientes, se
vendieron con descuentos del 30% vy del 40% respectivamente. Sabemos que
el nimero de discos vendidos con descuento fué la mitad que el nimero de
discos que se vendieron a su precio original.

a) Plantear un sistema de ecuaciones para determinar cuantos discos de
cada grupo se vendieron.

b) Resolverlo.

B1-04:

En un pais A, existen tres aeropuertos internacionales (Ay, Az y As);
en otro pais B existen 4 (By, Ba, By y By); y en un tercer pais C existen
dos (Cy y Cs).
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Desde el aeropuerto A salen vuelos con destino a By, Ba, C1 y dos
vuelos con destino a Bs.

Desde el aeropuerto As salen wvuelos con destino a Bo, Bs y dos vuelos
con destino a By.

Desde el aeropuerto Az sélo sale un vuelo con destino a Bs.

Desde cada aeropuerto del pais B, salen dos vuelos a cada uno de los
aeropuertos del pais C.

Se pide, expresar mediante matrices:

a) los vuelos del pais A al B.

b) los vuelos del pais B al C.

¢) los vuelos del pais A al C, necesiten o no efectuar transbordo en el
pais B.

B1-05:

El cruce de carreteras esquematizado en el dibujo indica el nimero de
coches/hora que transita por cada tramo de carretera, de direccion y sentido
unico.

a) Si se suspende el trifico en el tramo AB por obras, s qué nimero de
vehiculos han de transitar por los tramos AC y BC'?

b) ¢ Podria cerrarse al tréfico el tramo AC? s Y el tramo CB?. ;Por qué?

.\ x4,

160

C
x1
X3
wéo/( x2 E%}404
300
./ 80
‘®
B1-06:

Una empresa ha vendido 42000 articulos de papeleria, boligrafos, gomas
y rotuladores, al precio de 1.2, 1.5 y 2 € respectivamente. El total de los
ingresos producidos por esas ventas asciende a 64000 €. Se sabe, ademds,
que el nimero de boligrafos que se ha vendido es el 40% del nimero total
del resto de articulos vendidos.

a) Plantear un sistema para determinar el niimero de cada tipo de articu-
los vendidos.

b) Resolverlo.
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B1-07:

01 0
Sea la matriz A = 0 0 1
1 0 0

a) Comprueba que: AT = A1

b) Calcula el valor de (A- AT)QOO3

B1-08:
20 —y+z2=2

Discute el siguiente sistema en funcién de los valores a. { ax —y+z=1
z+ay+z2=0

B1-09:

Sea la matriz: A= ( L2 )

0 1

Hallar las matrices B que conmuten con A; es decir: A-B=B-A

B1-10:

Sea el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas y un pardmetro n:
nPr—ny=1

{ n?(2n—1)z—y=4n

a) exprésalo en forma matricial

b) discitelo segin los valores del pardmetro n.

¢) determina su solucidn para n = 2.

B1-11:

Dadas las siguientes ecuaciones{ bz =9y +22 =5

20 -3y +z=4

a) aniade una ecuacion para que el sistema resulte ser incompatible.

b) anade una ecuacion para que el sistema resulte ser compatible deter-
minado.

Justifica las respuestas.

B1-12:

Una libreria ha vendido 3900 libros de matemdticas, correspondientes a
tres editoriales diferentes, A, B, y C. Sabemos que de la editorial B se han
vendido el doble de ejemplares que de la editorial A. Sabemos, también, que
la razén entre el nimero de ejemplares vendidos de las editoriales B y C es
tgual a %

Plantear un sistema para determinar el nimero de libros vendidos de
cada editorial. Resolverlo.

B1-13:

Una editorial va a lanzar al mercado tres libros de bolsillo Ly, Ly y Ls.
El importe total de la edicion es de 18750 €. Los costes, en euros, por
unidad, son 7, 5 y 6, respectivamente.

Se sabe que el nimero de ejemplares de Lz es igual a los dos séptimos
de los del tipo Ly y que, si al triple del nimero de ejemplares de Ly se le
suma el numero de ejemplares de L3, se obtiene el doble de ejemplares de
Ly,

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar cudntos libros de

, se pide:
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cada tipo se han editado.
b) Resuélve dicho sistema.

B1-14:
-3 2 2 2 1 0
Sean las matrices: C = 1 -1 0 |, D= -1 1 -1
0 1 0 2 0 1

a) Hallar: C~1 y D71

b) Calcular la matriz inversa de C - D

¢) Comprobar que (C- D)1 =D71.C~1

B1-15:

Un autobis urbano transporta en hora punta 90 viajeros de tres tipos:
viajeros que pagan el billete entero, que vale 1 €; estudiantes que tienen
un 25% de descuento al presentar el carnet; jubilados de la localidad que
dinicamente pagan el 50% del precio del billete. La recaudacion del autobiis
en ese viaje fue de 64 €. Calcula el nimero de viajeros de cada clase
sabiendo que el nimero de jubilados era el mismo que el nimero del resto
de viajeros.

B1-16:
2 1 2
Sea la matriz A = 2 0 -1
-5 -1 0

Calcula, si existen, las siguientes matrices:
a) Una matriz X tal que X -A=(1 0 —-1)

b) Una matriz Y tal que A-Y = ( (1) (1) (1) )
B1-17:

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales: { a—y=2-a
20 —(a+1)y=2

a) Exprésalo en forma matricial

b) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

b) ;Para qué valores de a el sistema resulta ser compatible y determi-
nado? sPara qué valores es compatible e indeterminado? ;Para qué valores
es incompatible?

B1-18:

Determina las matrices A y B que son soluciones del siguiente sistema
matricial:

-8 7 -1 1 7 4
3A-2B= 9 -—-18 1 2A+B=| -8 2 17
14 9 -4 14 -1 -14

B1-19:

Discute y resuelve, cuando sea posible, el siguiente sistema de ecuaciones:
dr —4z =0

r—y—az=0

—x—ay—z=0

B1-20:
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T—y+2=6
Sea el sistema de ecuaciones:{ —x—y+(a—4)z="7
T4y+2z=11

a) Exprésalo en forma matricial.

b) Discutelo segin los valores del pardmetro real a

¢) Resuélvelo para a =3

B1-21:

Una ebanisteria ha fabricado tres tipos de muebles: banquetas, sillas y
mesas. Para la fabricacion de estos muebles, necesité utilizar determinadas
unidades de maderas de pino, haya y castano, tal y como se indica en la
siguiente tabla:

Pino | Haya | Castano
Banqueta | 1 1 2
Silla 1 1 3
Mesa 1 2 5

La ebanisteria tenia en existencia 400 unidades de madera de pino, 600
unidades de haya y 1500 unidades de castanio; si utilizé todas sus existen-
cias, jcudntas banquetas, sillas y mesas fabricé?

B1-22:

z—9y+ 52z =33

Se considera el sistema: r+3y—z=-9

r—y+z=>5

a) Resuélvelo y clasificalo en funcion del nimero de soluciones

b) Determinar si es posible, o no, eliminar una de las ecuaciones, de
forma que el sistema que resulta sea equivalente al anterior. Razona la
respuesta.

B1-23:

Sean lals %atrices: ) . 0 1

A=y 5 )] 5 )oe=( 4 3)

Resuelve la ecuacion: XAB — XC =2C

B1-24:

En un jardin hay 22 drboles entre naranjos, limoneros y membrillos. El
doble del niimero de limoneros mds el triple del niimero de membrillos, es
tgual al doble del nimero de naranjos.

a) Plantea un sistema para determinar cudntos drboles de cada tipo hay.
s Fs posible resolverlo?

b) Si, ademds, sabemos que el nimero de naranjos es el doble del de
limoneros, j;cudntos drboles hay de cada tipo?

B1-25:

Una empresa tenia, en el ano 2001, cierto nimero de empleados, unos
hombres y otros mugjeres. En el ano 2002 aumentaron en 5 los trabajadores
de la empresa y en 6 el nimero de trabajadoras, quedando ast doble nimero
de mugjeres que de hombres. En el ano 2003 aumentaron en 2 las trabajado-
ras y se redujo en 4 el numero de trabajadores, resultando quedar el triple
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de mugeres que de hombres. Plantea un sistema para determinar el nimero
de hombres y mujeres que trabajan en dicha empresa en el ano 2003. Re-
suélvelo si es posible.
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2

Programacion lineal

2.1 Problemas PAU

Junio 94:

Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos,
ofreciendo el modelo A a un precio de 1,5 millones de ptas. y el modelo B a
2 millones de ptas. La oferta estd limitada por las existencias, que son 20
coches del modelo A y 10 coches del modelo B, queriendo vender al menos
tantas unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para
cubrir los gastos de esta campana, los ingresos obtenidos con ella deben
ser, al menos, de 6 millones.

a) ; Cudntas unidades de cada modelo se podran vender?. Plantea el prob-
lema y representa grificamente su conjunto de soluciones.

b) ¢Cudntos coches deberd vender de cada modelo para mazimizar sus
ingresos? s Cudl es su importe?

Solucién:

Apartado a:

x = n? de coches a vender del modelo A
y = n° de coches a vender del modelo B
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

15]

F(z,y) = 1.5z + 2y £ D
xz <20
y <10
T2y
1.5z +2y > 6
z>0
y=>0

B\S\lo . 15 Pc 5

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 5 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

At . r=y _ 12 12
- Vértice A: {1.5x+2y:6 —{z=2y=1}

-5
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- Vértice B: { ;'5:%0—’— 2y=6 {x =4,y =0}
- Vértice C: y=0 — {z =20,y =0}
’ x=20 ’

y =10
y =10
=Y

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:

F(z,y) = 1.5z + 2y

- Vértice D: { c=20 {z =20,y = 10}

- Vértice E: — {x =10,y = 10}

cEn A2, 8). F(E2)=2+2=¢
-En B(4,0):  F(4,0) = 6 0=6

- En C(20,0):  F(20,0) =30+ 0 =30

- Bn D(20,10):  F(20,10) _30+20_50

- En E(10,10): F(10,10) =15+20=35
La funcién presenta un maximo en el vértice D (20, 10), cuyo valor es 50.
Por tanto, deberd vender 20 coches modelo A y 10 coches modelo B para
maximizar sus ingresos que, de esta manera, ascenderan a 50 millones de
pesetas.

Junio 95:

Una fabrica de coches va a lanzar al mercado dos nuevos modelos (uno
basico y otro de lujo). El coste de fabricacion del modelo bdsico es de 1
millon de ptas. y el del modelo de lujo 1,5 millones de ptas., disponiendo
para esta operacion de lanzamiento de 60 millones de ptas. Para evitar
riesgos, de momento se cree conveniente lanzar al menos tantos coches del
modelo bdsico como del modelo de lujo y, en todo caso, no fabricar mds de
45 coches del bdsico.

a) ¢ Cudntos coches puede fabricar de cada modelo? Plantear el problema
y representar graficamente su conjunto de soluciones.

b) ¢Cudntos le interesa si su objetivo es mazximizar el nimero total de
coches fabricados? ;Agota el presupuesto disponible?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de coches modelo Bésico
y = n° de coches modelo Lujo
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:
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507

i
F(z,y)=x+y
z + 1.5y < 60 30| b
>y Y
x <45 %
z>0 10f ¢
y=>0 A B

10 20 M 30 40 50

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: {mig —{z =0,y =0}

_r ) y=0 - -
Vértice B: { a5 {z =45,y =0}
- Vértice C: { i:fiy —60 {z =45,y = 10}
- Vértice D: i i_ 25y =60 {z =24,y =24}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:
Flz,y)=x+y
- En A(0,0): F(0,00=0+0=0
- En B(45,0):  F(45,0) =45+ 0=45
- En C(45,10): F(45,10) =45+ 10=55
- En D(24,24): F(24,24) =24 +24 =48
La funcién presenta un maximo en el vértice C(45, 10), cuyo valor es 55.
Deberd fabricar 45 coches del modelo Bésico y 10 coches del modelo de
Lujo para maximizar el nimero de coches fabricados.
En estas condiciones, gastard = + 1.5y millones de pesetas en su fabri-
cacién: 45 + 1.5 - 10 = 60 millones.
Por tanto, SI agota el presupuesto disponible.

Septiembre 95:
Un agricultor estima que el cuidado de cada m? plantado de lechugas
requiere semanalmente 45 minutos, mientras que el de repollo exige 50.
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Dispone de una tierra de 40 m? de extension que puede dedicar total o
parcialmente al cuidado de ambas verduras, queriendo plantar al menos 3
m? mds de repollo que de lechuga. El m? de lechuga le reporta un beneficio
de 500 ptas, mientras que el de repollo 650 ptas, planificando obtener en
conjunto al menos 10.000 ptas de beneficio.

a) sQué extension de terreno puede plantar con cada verdura? Plantea
el problema y representa graficamente su conjunto de soluciones.

b) s Cudnto le interesa plantar de cada una si su objetivo es que el tiempo
semanal dedicado a su cultivo sea minimo?

Solucién:

Apartado a:
x = m? de lechugas
y = m? de repollos
Funcién a minimizar y restricciones:

Llamamos:

501
D
P
F(z,y) = 452 + 50y
z+y <40 307
y>x+3 y <
500z + 650y > 10000 207
x>0 Al 5
y>0 10
0 16 20 36 40\ 56

La funcién a minimizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

Vertice A: { 500z + 650y = 10000 " F = 0¥ =3

{ 5002 + 650y = 10000

- Vértice B: y=x+3

—{z =7,y =10}

- Vértice C: {ii;:io —>{x:377,y:42_3
. Vértice D if%:m {2 =0,y = 40}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones que se
encuentren en el interior o periferia del poligono:

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a minimizar en cada uno de
los vértices del poligono:
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F(z,y) = 452 + 50y

-En A(0,3%):  F(0,2) = 12000 — 769,23
-En B(7,10):  F(7,10) =815

-En C(3L, %) F(3,4)=385-1907.5

. En D(0.40):  F(0.40) = 2000
La funcién presenta un minimo en el vértice A(0, 2%), con valor 769. 23

)13
Por tanto, el agricultor no deberd de plantar lechugas y plantard, en
cambio, 21—0307712 de repollos. En estas condiciones, el tiempo dedicado a su

cultivo serd minimo y ascenderd a 769. 23 minutos.

Junio 96:

Cierta persona dispone de 10 millones de pesetas como mdzximo para
repartir entre dos tipos de inversion (A y B). En la opcién A desea invertir
entre 2 y 7 millones de ptas. Ademds, quiere destinar a esa opcion tanta
cantidad de dinero como a la B.

a) ¢ Qué cantidades puede invertir en cada una de las opciones? Plantear
el problema y representar grificamente sus soluciones.

b) Sabiendo que el rendimiento de la inversion serd del 9% en la opcion A
y del 12% en la B, squé cantidad debe invertir en cada una para optimizar
el rendimiento global? ; A cudanto ascenderd?

Solucién:

Apartado a:

x = millones a invertir en A
y = millones a invertir en B
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

Y
F(z,y) = 0.09z + 0.12y
z+y<10 8]
:L'ZQ y 67 D
<7 o
x>y . ¢
]
z>0
yZO r A T T B\ |
2 o L § 8 10 N\ 12

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 5 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que

determinan cada uno:
- Vértice A: {jfg —{z=2,y=0}
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- =0
- Vértice B: { 1:7 —{z="7,y=0}

s , r=1 _ —
- Vértice C: {x—i—y:lo —{rx="79y=23}
- Vértice D: {x+y:10 — {zr =5,y =>5}
T=y
L T =
- Vértice E: :c:g —{r=2,y=2}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:

F(z,y) =0.09z + 0.12y

En A(2,0):  F(2,0) =0.18
CEn B(7,0): F(7,0)=0.63
-En C(7,3): F(7,3)=0.99
-En D(5,5): F(5,5)=1.05
En E(2,2):  F(2,2) = 0.42

La funcién presenta un maximo en el vértice D(5,5), cuyo valor es 1.05

Por tanto, deberd invertir 5 millones en cada tipo de inversién para op-
timizar el rendimiento global. De esta manera, el rendimiento ascenderd a
1.050.000 pesetas.

Nota: entendemos la frase ...” quiere destinar a esa opcién tanta cantidad de dinero
como a la B” como "quiere destinar a esa opcién tanta cantidad de dinero, al menos,
como a la B”. Si no fuera asf, bastarfa analizar los vértices D(5,5) v F(2,2) que se
encuentran sobre la recta T = .

Junio 96 (R):

Una empresa de autobuses dispone de un vehiculo para cubrir dos lineas
(A y B) que puede trabajar en ellas, a lo sumo, 300 horas mensualmente.
Un servicio en la linea A lleva 2 horas, mientras que en la B supone 5
horas. Por otra parte, en la linea B se deben cubrir al menos 15 servicios
mensualmente y, ademds, el autobis no puede prestar globalmente mds de
90 servicios cada mes entre ambas lineas.

a) ;Cudntos servicios puede prestar el vehiculo al mes en cada una de
las lineas? Plantear el problema y representar grificamente su conjunto de
soluctones.

b) Sabiendo que la empresa obtiene un beneficio con cada servicio prestado
de 10.000 y 80.000 ptas. en las lineas A y B respectivamente, scudntos ser-
vicios le convendrd realizar en cada una para maximizar el beneficio total?
¢ Cudl serd su importe?

Solucién:

Apartado a:
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z = n° de servicios linea A
y = n° de servicios linea B
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

100 ]
F(z,y) = 10000z + 30000y
22 + by < 300
y>15 1
x4y <90 o] c
x>0
y=>0

80

207

0

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regiéon factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: { zz% —{z =0,y =15}
o y=15
- Vértice B: Tty =90 —{z =75,y =15}
- Vértice C: { ;$++y5; 30300 — {z =50,y = 40}
- Vértice D: ix:+05y =300 —{z =0,y =60}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 10000z + 30000y
- En A(0,15): F(0,15) = 450000
- En B(75,15):  F(75,15) = 1200000
- En C(50,40): F(50,40) = 1700 000
- En D(0,60):  F(0,60) = 1800000
La funcién presenta un méximo en el vértice D(0,60), cuyo valor es
1.800.000
Por tanto, para maximizar el beneficio total, a la empresa le conviene no
efectuar ningtin servicio en la linea A y efectuar 60 servicios en la linea B.
De esta manera, el beneficio ascenderd a 1.800.000 pesetas.

Septiembre 96:
Una agencia de viajes realiza a 20 clientes las siguientes ofertas: un viaje
a la ciudad A por 50.000 ptas u otro a la ciudad B por 75.000 ptas (cada
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cliente podrd elegir, si le interesa, sélo una de las dos ofertas). Por razones
de programacion, la agencia necesita reunir al menos 8 y no mds de 12

clientes interesados en el viaje a la ciudad B.

a) ;Cudntos viajes podrd programar la agencia a cada ciudad? Plantear

el problema y representar grificamente su conjunto de soluciones.

b) s Cudntos clientes deberdn estar interesados en ir a cada sitio para que

la agencia maximice sus ingresos?; sa cudnto ascenderdn éstos?.
Solucién:
Apartado a:

x = n° de viajes a la ciudad A

y = n° de viajes a la ciudad B

Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

25
F(z,y) = 50000z + 75000y 2
z+y <20 \115 b c
y=z 8 }10
y <12 A 5
x>0 5
y=0

5 0 5 10 15 20 25

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la region factible. En este caso se

trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que

determinan cada uno:

- y=38
- Vértice B: T4y =20 — {r =12,y =8}
. Vertice C: {;:@1’2—20 —{r =8,y =12}
- Vértice D: gz? —{x =0,y =12}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras

que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a minimizar en cada uno de

los vértices del poligono:
F(z,y) = 50000z + 75000y
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-En A(0,8):  F(0,8) = 600000

- En B(12,8):  F(12,8) = 1200000
-En C(8,12): F(8,12) = 1300000
- En D(0,12):  F(0,12) = 900000

La funcién presenta un méximo en el vértice C(8,12), cuyo valor es
1.300.000.
Por tanto, la agencia deberia de conseguir 8 clientes para el viaje A y 12

clientes para el viaje B. En estas condiciones, los ingresos ascenderfan a:
1.300.000 ptas.

Junio 97:

Una casa discogrifica va a promocionar durante el prézimo mes el dltimo
disco grabado por dos de los grupos mds afamados bajo su sello. El precio
de lanzamiento es de 1.750 y 1.800 ptas., respectivamente, siendo editadas
1500 copias del disco mds caro. Para cubrir los gastos de la camparia debe
vender en total 500 discos o mds y, por razones de imagen, le conuviene
vender al menos tantas copias del disco mds caro como del mds barato.

a) ;Cudntas copias de cada disco puede vender? Plantear el problema y
representar grdificamente su conjunto de soluciones.

b) ¢Cudntas copias deberd vender de cada uno para mazimizar sus in-
gresos? ;Cudl serd su importe?

Solucién:

Apartado a:

x = n° discos caros (1800 ptas.)
y = n° discos baratos (1750 ptas.)
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

1600] c

1400]

F(x,y) = 1800z + 1750y
x < 1500

x +y 2> 500

x>y

z>0

y=>0

200 400 600 890 1000 1200 1400 1600

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: { z+y =500

y=0 — {z =500,y = 0}
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Nantion T2 y=0 _ _

Vértice B: { v — 1500 {z = 1500,y = 0}

- Veértice C: { i _ ;500 — {2 = 1500,y = 1500}

- Vértice D: vy — {& = 250,y = 250}
' x + 1y = 500 ’

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 1800z + 1750y
- En A(500,0): F(500,0) = 900000
- En B(1500,0): F(1500,0) = 2700 000
- En C(1500,1500):  F(1500,1500) = 5325000
- En D(250,250): F(250,250) = 887500
La funcién presenta un méximo en el vértice C'(1500,1500), cuyo valor
es 5.325.000
Por tanto, para maximizar sus ingresos, a la casa discogréfica le conviene
vender 1500 discos de cada uno de los dos grupos. De esta manera, el
importe de dichos ingresos ascendera a 5.325.000 pesetas.

Septiembre 97:

En una granja dedicada a la cria de cerdos, la dieta alimenticia de los
animales consiste en dos tipos de pienso, cuyo precio (ptas/kg.) es de 100
para el pienso A y de 150 para el pienso B. Un animal debe consumir
diariamente al menos 2 kg. de pienso. Ademds, el coste de la dieta no
puede superar las 300 ptas. por dia.

a) ¢Qué cantidades de cada tipo pueden ser utilizadas para componer
la dieta? Plantear el problema y representar grdaficamente el conjunto de
soluciones.

b) Si se desea que la dieta resulte lo mas barata posible, scudles serdn las
cantidades adecuadas? ;qué coste tiene esa dieta?

Solucién:

Apartado a:

x = kg. de pienso A
y = kg. de pienso B
Funcién a minimizar y restricciones:

Llamamos:
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2.5]
k%C
F(z,y) = 100z + 150y L3
z+y>2 1
1002 + 150y < 300
x>0 05
y>0 A B
0 1 X 2 3
-0.5

La funcién a minimizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 3 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

. Vértice A: ;”;”622 o {r =2,y =0}
y=0

- Vértice B: { —{z=3,y=0}

1002 + 150y = 300
 Vértice C- { 1002 + 150y = 300
rT+y=2
El conjunto de soluciones posibles sera el conjunto de soluciones que se
encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a minimizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(x,y) = 100z + 150y
-En A(2,0):  F(2,0) =200
- En B(3,0): F(3,0) =300
-En C(0,2): F(0,2) =300
La funcién presenta un minimo en el vértice A(2,0), cuyo valor es 200.

—{z =0,y =2}

Por tanto, para minimizar el coste de la dieta, conviene utilizar 2 kg.
del pienso A y 0 kg. del pienso B. El coste de esta dieta diaria es de 200
pesetas.

Junio 98:

Una confiteria es famosa por sus dos especialidades en tartas: la tarta
Imperial y la tarta de Lima. La tarta Imperial requiere, para su elaboracion,
medio kg. de azicar y 8 huevos, y tiene un precio de venta de 1.200 ptas.
La tarta de Lima necesita 1 kg. de azicar y 8 huevos, y tiene un precio
de venta de 1.500 ptas. Debido a una mala prevision, se encuentran con la
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imposibilidad de realizar pedidos de huevos y azicar, y elaborados yd todos
los demds productos que ofertan, les quedan en el almacén 10 kg. de azicar
y 120 huevos para la preparacion de las citadas tartas.
a) ;Qué combinaciones de especialidades podrian hacerse? Plantear el
problema y representar grificamente el conjunto de soluciones.
b) ¢ Cudntas unidades de cada especialidad han de producirse para obtener
el mayor ingreso por ventas? ;A cudnto asciende dicho ingreso?
Solucién:
Apartado a:
x = n? de tartas Imperial
y = n° de tartas de Lima
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

F(z,y) = 1200z + 1500y F(z,y) = 1200z + 1500y
0.5z +y <10 x+2y <20
8z + 8y <120 - z4+y<15
x>0 x>0
y>0 y >0
>
WP
C
5
A B
0 5 10 x 15\ 20\

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regiéon factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: y;O —{z =0,y =0}
- Vértice B: y=0 — {x =15,y =0}
rz+y=15 ’
- ) x+y=15 . .
Vértice C: {x+2y:20 — {z =10,y =5}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
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Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 12002 + 1500y
- En A(0,0): F(0,0)=0
- En B(15,0): F(15,0) = 18000
- En C(10,5): F(10,5) = 19500
- En D(0,10): F(0,10) = 15000
La funcién presenta un médximo en el vértice C(10,5), cuyo valor es
19.500.
Por tanto, la confiteria deberd elaborar 10 tartas Imperial y 5 tartas de
Lima para obtener el mayor ingreso posible. De esta manera, las ventas
ascenderdn a 15.500 pesetas.

Septiembre 98:

Los responsables de un videoclub han de realizar el pedido de peliculas de
estreno y novedades a sus proveedores. Fl coste de cada pelicula de estreno
es de 760 ptas., y el de cada novedad 370. Se desea un coste total que
no supere las 94.500 ptas. Por otra parte, el provedor les exige que los
estrenos sean, al menos, la mitad que las novedades, y que las novedades
mds la mitad de los estrenos no sea inferior a las 100 unidades.

a) ¢De cudntas unidades de cada tipo puede consistir el pedido? Plantear
el problema y representar grdficamente el conjunto de soluciones.

b) Si se desea que el total de unidades pedidas sea minimo, jde cudntas
unidades de cada tipo ha de constar el pedido? ;Cudl es entoces el coste del
pedido?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de estrenos
y = n° de novedades
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

140} C
Flz,y)=z+y =
760z + 370y < 94500 100
x> % yso A
y+ 5 > 100 60] B
x>0 40§
y=0 20
50 100 150 200

X

La funcién a minimizar determina el vector direccién (rojo).
El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
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trata de un poligono convexo de 3 lados.
Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

— ¥
- Vértice A: 9yc+ %2 — 100 {z =40,y =80}
- Vértice B: { y+3 =100 — {z =100,y = 50}

760z + 370y = 94500
760z 370y = 94500 ) _ 63,y — 126}

- Vértice C: { !
El conjunto de soluciongs posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a minimizar en cada uno de
los vértices del poligono:
Flz,y)=z+y
- En A(40,80):  F(40,80) =120
- En B(100,50): F(100,50) = 150
- En C(63,126): F(63,126) = 189
La funcién presenta un minimo en el vértice A(40, 80), cuyo valor es 120.
Por tanto, el videoclub deberd adquirir 40 cintas de estreno y 80 de
novedades, para que el pedido total de cintas sea mimimo. En estas condi-
ciones, el importe del pedido ascenderd a:
40 - 760 + 80 - 370 = 60000 ptas.

Junio 99:

Un grupo musical va a lanzar su nuevo trabajo al mercado. La casa
discogrifica considera mecesario realizar una campana intensiva de publi-
cidad, combinando dos posibilidades: anuncios en television, con un coste
estimado de 1.000.000 de ptas. por anuncio, y cunias radiofénicas, con un
coste estimado de 100.000 ptas. por cuna. No obstante, no pueden gastar
mds de 100 millones de ptas. para dicha campana, a lo largo de la cual
se tienen que emitir al menos 50 y no mdas de 100 curnias. Un estudio de
mercado cifra en 10.000 el nimero de copias que se venderdn por anuncio
de television emitido, y en 2.000 copias por cufia radiofénica emitida.

a) ;De cudntos anuncios y cunas radiofénicas podrd constar esta cam-
pania? Plantear el problema y representar grificamente el conjunto de solu-
ciones.

b) s Qué combinacion de ambos se deberia realizar para vender el mayor
nidmero de copias posible? ;Se llegan a gastar los 100 millones de pesetas?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de anuncios en Tv.
y = n° de cunas en Radio
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:
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F(x,y) = 10000z + 2000y F(x,y) = 10000z + 2000y
1000000z + 100000y < 100000000 102 + 1y < 1000
y =50 ) y=50
y < 100 y <100
z>0 z>0
y=>0 y=>0
D C
80|
60]
y A 5
40]
01
0! 20 40 60 80 160

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regiéon factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

i A =0 0y =
- Vértice A: { y=50 {r =0,y =50}
y =50

- Vértice B: { — {z =95,y = 50}

10z + 1y = 1000

o 10z + 1y = 1000 47 _
- Vértice C: { y = 100 — {z =90,y = 100}
- Vértice D: ngm-emzmy:wm

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 10000z + 2000y
- En A(0,50): F(0,50) = 100000
- En B(95,50):  F(95,50) = 1050000
- En C(90,100): F(90,100) = 1100000
- En D(0,100):  F(0,100) = 200000
La funcién presenta un maximo en el vértice C(90,100), cuyo valor es
1.100.000
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Por tanto, la casa discogréafica deberd poner 90 anuncios en Tv. y 100
cunas publicitarias. En estas condiciones se gastan: 90 -1 4 100- 0.1 = 100
millones. Por tanto, SI llegan a gastarse los 100 millones disponibles.

Septiembre 99:

Por motivos de ampliacion de plantilla, una empresa de servicios de
traduccion quiere contratar, a lo sumo, 50 nuevos traductores. El salario
que ha de pagar a cada traductor de una lengua es de 200.000 ptas., y de
300.000 o los que son de mds de una lengua. Como poco, y por motivos
de demanda, dicha empresa tiene que contratar a la fuerza a un traductor
de mds de una lengua. La politica de seleccion de personal de la compania
obliga también a contratar tantos traductores de una lengua como de mds de
una. Sabiendo que el objetivo fijado de beneficios totales es, como minimo,
de 12 millones de ptas., y que los beneficios que aportan los traductores de
una lengua son de 400.000 ptas/traductor, y de 800.000 ptas/traductor los
de mds de una lengua:

a) sCudntos traductores de cada tipo se pueden contratar? Plantear el
problema y representar grificamente el conjunto de soluciones.

b) s Cudntos traductores de cada tipo contratard para minimizar el gasto
en salarios? ;Qué beneficios totales tendrd la empresa en este caso?

Solucién:

Apartado a:

x = n? traductores una lengua
y = n® traductores mds de una lengua
Funcién a minimizar y restricciones:

Llamamos:

507
F(x,y) = 200000z + 300000y 0]
z+y <50 0]
y=>1 y =
T 2 y 207
400000z + 800000y > 12000000 ol &
i Z 0 ~_ B C
10 20 X 30 40

La funcién a minimizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

_— T=y

- Vértice A: { 400000z + 800000y = 12000000 1% = 10:y =10}

400000z + 800000y = 12000000

y=1 —{x=28,y=1}

- Vértice B: {

50
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Nantion (. y=1 _ _
Vértice C: { rty=50 {r =49,y =1}
T +y =950

vy — {z =25,y =25}
El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a minimizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 200000z + 300000y
- En A(10,10): F(10,10) = 5000000
-En B(28,1):  F(28,1) = 5900000
- En C(49,1): F(49,1) = 10100000
- En D(25,25): F(25,25) = 12500000
La funcién presenta un minimo en el vértice D(10,10), cuyo valor es
5.000.000
Por tanto, la empresa deberd contratar 10 traductores de una lengua y
otros 10 de m&s de una lengua para minimizar el gasto en salarios. En estas
condiciones, los beneficios de la empresa seran:
400000z 4 800000y = 400000 - 10 + 800000 - 10 = 12000 000 ptas.

- Vértice D: {

Junio 00:

Una fdbrica de muebles produce dos lineas de muebles, ”clasico” (C)
y “funcional” (F). Para su fabricacion, los muebles requieren tiempo de
proceso de construccion y pintura. El mueble cldsico precisa una unidad de
tiempo de construccion y tres de pintura, mientras que el funcional requiere
dos unidades de tiempo de construccion y una de pintura. La situacion
actual de la empresa no permite utilizar mds de 10 unidades de tiempo de
construccion y quince de pintura.

a) Plantear el problema y representar graficamente el conjunto de solu-
clomes.

b) s Qué combinaciones de muebles puede fabricar?

¢) Si el beneficio empresarial es funcion del nimero de unidades fabri-
cadas de acuerdo con la relacion B = 3C' +2F ; cudntas unidades de cada
linea deben fabricarse para maximizar el beneficio? ;Cudl es el beneficio
mdzximo?

Solucién:

Apartado a:
x = n° de muebles tipo cldsico
y = n° de muebles tipo funcional
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:
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163
147
121
F(z,y) =3x+2y 101
z+2y <10 y8l
3z +y <15 ]
acZOy_ %D c
y=>0 ]
A ‘ ‘ B ‘ ‘ :
0

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: Zig — {z =0,y =0}
A T y=0 CF o
Vértice B: {3x+y=15 —{x =5,y =0}
- Vértice C: { im—l——;zi}g —{z =4,y =3}
- Vértice D: ii%y:m —{z =0,y =5}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:

F(z,y) =3x+2y

- En A(0,0): F(0,0)=0
En B(5,0): F(5,0) =15
-En C(4,3) : F(4,3)=1
“En D(0,5): F(0,5) =

La funcién presenta un méximo en el vértice C'(4,3), cuyo valor es 18.
Por tanto, la fdbrica deberia de producir 4 unidades de la linea clésica
y 3 unidades de la linea funcional. En estas condiciones, los beneficios
ascenderfan a 18 unidades monetarias.

Septiembre 00:

Una fdbrica de confeccion de ropa especializada en faldas y pantalones
recibe una partida de tela de 5.000 metros. Para la confeccion de los pan-
talones se precisan dos metros de tela y uno, para las faldas. Por razones
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productivas, la fabrica ha de confeccionar al menos el doble de pantalones
que de faldas.
a) Plantear el problema y representar grdficamente el conjunto de solu-
ciones.
b) ¢ Cudntas faldas y pantalones puede ofertar?
¢) Si la fabrica vende cada pantalén a un precio de 5.000 pesetas y cada
falda a 3.000 pesetas, scudantas faldas y pantalones deberd vender para maz-
imizar sus ingresos? ; Cudl serd el ingreso mdximo que puede obtener?
Solucién:
Apartado a:
x = n° de pantalones
y = n° de faldas
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

5000}

4000
F(z,y) = 50002 + 3000y
22 + y < 5000 3000 1
x> 2y Y
2> 0 20001
y=0 1000 ] B

A C

0 500 1000 X500 2000 2500

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 3 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: {y:O —{z =0,y =0}

T =2y
. ) T =2y . .
- Vértice B: { 9% +y = 5000 &= 2000,y = 1000}
- Vértice C: zgfoy =000 v — 2500,y = 0}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:

F(z,y) = 50002 + 3000y
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- En A(0,0) : F(0,0)=0
- En B(2000,1000) :  F(2000,1000) = 13000 000
- En C(2500,0) : F(2500,0) = 12500 000

La funcién presenta un méximo en el vértice B(2000,1000), cuyo valor
es 13000 000. Por tanto, la fabrica deberd fabricar 2000 pantalones y 1000
faldas. En estas condiciones, los ingresos ascenderian a: 13.000.000 ptas.

Junio 01:

La encargada de una floristeria ha de hacer el pedido semanal de plantas
de interior y de exterior. El precio que ha de pagar al proveedor por cada
planta de interior es de 100 ptas. y de 200 por cada una de exterior. A
dia de hoy, sabe que por lo menos ha de poder atender la demanda que
un cliente ya le ha hecho, de 20 unidades de interior y de 30 de exterior.
Ademds, el transporte del pedido semanal hasta la floristeria lo realiza una
empresa especializada y le supone unos costes, que son de 60 ptas. por cada
planta de interior y de 80 ptas. por cada planta de exterior, y la floristeria
tiene por norma que estos costes de transporte no sobrepasen las 4.800 ptas.
por pedido semanal. Asimismo, la encargada obtiene una prima de 60 ptas.
por cada planta de interior que venda y 50 por cada una de exterior, y
quiere que las primas que se puedan alcanzar vendiendo todo el pedido sean
de al menos 3.000 ptas.

a) s Cuantas unidades de cada tipo puede pedir la encargada para cumplir
todos los requerimientos anteriores? Plantea el problema vy representa gri-
ficamente el conjunto de soluciones.

b) Si la floristeria quiere ademds minimizar el precio que ha de pagar
al proveedor por el pedido: ;cudntas unidades de cada tipo ha de adquirir?
seudanto deberd pagar al proveedor? ;cudles serdn los costes de transporte?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de plantas de interior
y = n° de plantas de exterior
Funcién a minimizar y restricciones:

Llamamos:

70

»
F(z,y) = 100z + 200y
x> 20 50 C
y > 30 40
602 + 80y < 4800 - =
602 + 50y > 3000 . A
x>0
y Z O 10

m 20 40 X 60 80

La funcién a minimizar determina el vector direccién (rojo).



2. Programacién lineal 53

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.
Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:
 Vertice A: 60z 4 50y = 3000
y =30
y =30
60z 4 80y = 4800
60z 4 80y = 4800
=20
L. x =20
- Vertice D: { 60z + 50y = 3000
El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a minimizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 100z 4+ 200y
- En A(25,30) :  F(25,30) = 8500
- En B(40,30) :  F(40,30) = 10000
- En C(20,45):  F(20,45) = 11000
- En D(20,36) :  F(20,36) = 9200
La funcién presenta un minimo en el vértice A(25, 30), cuyo valor es 8.500
ptas. Por tanto, la floristerfa deberia de pedir 25 plantas de Interior y 30
plantas de Exterior. En estas condiciones, deberd de pagar al proveedor
8500 ptas.
Los costes de transporte vendrén dados por: T'(z,y) = 60z + 80y
T(25,30) = 60 - 25 + 80 - 30 = 3.900 ptas.

— {ax =25,y =30}

- Vértice B: { — {z =40,y = 30}

- Vértice C: { — {x =20,y = 45}

— {r =20,y = 36}

Septiembre-01:

Una gestoria financiera que ofrecia hasta ahora tan sélo préstamos per-
sonales pretende anadir a su cartera de productos los préstamos hipotecarios
y se ve en la necesidad de rediseniar su politica de firmas mensuales en base
a los siguientes requerimientos:

Debe firmar mensualmente al menos dos préstamos hipotecarios, pero
por las dificultades que gemera la introduccion de ese producto mo puede
superar las 8 formas mensuales de dichos préstamos. Por la misma razon,
el nimero de firmas mensuales de préstamos hipotecarios ha de ser como
mdximo la mitad de las firmas mensuales de préstamos personales.

Por otro lado, los costes de gestion son de 15.000 ptas para cada firma
de préstamo personal y de 30.000 ptas. para cada una de hipotecarios, no
pudiéndose superar las 600.000 ptas. de gastos mensuales totales de gestion.

Si la comision a percibir por la firma de cada préstamo personal es de
40.000 ptas. y de 100.000 ptas. para cada hipotecario,

a) Se pretende calcular las unidades de cada producto que puede fir-
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mar mensualmente cumpliendo los requerimientos de su nueva politica de
firmas. Plantea el problema y representa grificamente el conjunto de solu-
ciones. Si un mes firma 10 personales y 8 hipotecarios s cumple esos re-
querimientos?

b) Calcula las unidades de cada producto que ha de firmar un mes para
maximizar la comision total y cumplir todos los requerimientos de su politica.
¢A cudnto asciende dicha comision?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de préstamos personales
y = n° de préstamos hipotecarios
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

F(x,y) = 40000z + 100000y F(z,y) = 40000z + 100000y
y=>2 Yy > 2
y<38 y <8
y<3 =< y<3
15000z 4 30000y < 600000 15z + 30y < 600
x>0 x>0
y=>0 y>0

25

20

15

y

10 D C

5
A B

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regiéon factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: {z:g —{z=4,y=2}
. Vértice B: y=2 (e =36,y =2}
152 + 30y = 600 )
- Vértice C: { ;5f —Si_ 30y =600 {r =24,y =8}
- Vértice D: { zzi — {z =16,y =8}
2
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El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono. Como el punto
(10,8) se encuentra fuera del poligono, la gestorfa no podra firmar 10 crédi-
tos personales y 8 hipotecarios, respetando las restricciones del problema.
Puede verse que no se cumplirfa la restriccién: y < 5

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:

F(z,y) = 40000z + 100000y

-En A(4,2) : F(4,2) = 360000

-En B(36,2): F(36,2) = 1640000
-En C(24,8): F(24,8) = 1760000
- En D(16,8) :  F(16,8) = 1440000

La funcién presenta un méximo en el vértice C'(24,8), cuyo valor es
1760 000. Por tanto, la entidad deberfa de firmar 24 préstamos personales

y 8 préstamos hipotecarios. En estas condiciones, la comisién ascenderfa a:
1760000 ptas.

Junio 02:

Un distribuidor de software informdtico, que realiza también funciones
de servicio técnico, tiene en su cartera de clientes tanto a empresas como a
particulares. En base a los objetivos marcados por el fabricante, al finalizar
este ano ha de consegquir al menos 20 empresas como clientes en su cartera,
y el nimero de clientes particulares que consiga deberd ser como minimo el
doble que de empresas. Ademdas, por razones de eficiencia del servicio post-
venta, tiene estipulado un limite global de 90 clientes anuales. Finalmente,
cada empresa le produce 286 € de ingresos anuales, mientras que cada
particular 179 €.

a) s Cudles pueden ser las distintas opciones de composicion de su cartera?
Plantea el problema y representa grificamente el conjunto de soluciones.

b) sCudl de esas combinaciones le proporcionaria los mayores ingresos
al finalizar el ano? ;A cudnto ascenderian dichos ingresos?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de empresas
y = n° de particulares
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:
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100
F(z,y) = 2862 + 179y % S
T Z 20 60 B
Yy > 2z y
x+y <90 40 A
z>0
y >0 20
20 40 60 80

X

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 3 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

e ) =20 _ _
- Vértice A: { Y= 2 — {z =20,y = 40}
Vantion T2 y =2 — —
Vértice B: { vty =90 — {z =30,y = 60}
_— z+y=90
- Vértice C: - :gO — {z =20,y =70}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono.
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 286x + 179y
- En A(20,40) :  F(20,40) = 12880
- En B(30,60) : F(30,60) = 19320
- En C(20,70):  F(20,70) = 18250
La funcién presenta un méximo en el vértice B(30,60), cuyo valor es
19 320. Por tanto, la cartera de clientes deberia de estar formada por 30 em-
presas y 60 clientes particulares. En estas condiciones, los ingresos anuales
ascenderfan a: 19 320 €.

Septiembre 02:

Un representante comercial del sector de las comunicaciones se plantea
maximizar la comision total que obtenga este mes por la venta de dos pro-
ductos: teléfono mdvil con contrato de alta y teléfono mdvil con tarjeta.
La comision es de 15 € por cada mdévil con alta y 10 € por cada uno con
tarjeta.

La politica comercial de la empresa exige que el nimero de teléfonos
vendidos con alta cada mes no puede ser superior al numero de teléfonos
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vendidos con tarjeta. Asi mismo, la venta de cada teléfono lleva asociados
unos costes administrativos de 1 €, y la empresa también obliga a cada
representante a que el coste total por ventas mo supere los 100 € al mes.
Finalmente, la empresa obtiene unos beneficios de 6 € por cada venta de
teléfono con alta y de 2 € por cada venta de teléfono con tarjeta, y pide
a cada representante que los beneficios totales obtenidos por la venta de
teléfonos con alta cada mes supere en al menos 120 € a los beneficios
totales obtenidos por la venta de teléfonos con tarjeta.

a) Se pretende calcular las unidades de cada producto que puede vender
este mes aunque no maximice la comision total. Plantea el problema y rep-
resenta graficamente el conjunto de soluciones. ; Podria vender 60 unidades
de cada producto?

b) Calcula las unidades de cada producto que ha de vender para mazi-
mazar la comision. ;A cuanto asciende dicha comision?

Solucién:

Apartado a:

x =n?° de teléfonos con contrato y alta
y = n° de teléfonos con tarjeta
Funcién a maximizar y restricciones:

Llamamos:

F(z,y) = 152 + 10y F(z,y) = 15z + 10y
Ty <y
T +y < 100 . T+ 1y <100
6x > 2y + 120 6x — 2y > 120
x>0 z>0
y=>0 y>0

100

80

C

60

y B

40

A
20
0 %0 40 60 80 100

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 3 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: bz =2y = 120

r=y — {2z =30,y = 30}
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z+y =100
z +y =100
6x — 2y =120
El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono. El punto (60, 60),
se encuentra fuera de la regién factible, por lo tanto no cumple las restric-
ciones impuestas. (En concreto, contradice que los costes administrativos
no pueden superar los 100 € al mes). Es imposible, por tanto, vender 60
unidades de cada producto.
Apartado b:
Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:
F(z,y) = 15z + 10y
- En A(30,30) :  F(30,30) = 750
- En B(50,50) : F(50,50) = 1250
- En C(40,60) :  F(40,60) = 1200
La funcién presenta un méaximo en el vértice B(40,60), cuyo valor es
1200
Por tanto, para maximizar la comisién, serd necesario vender 40 teléfonos
con contrato de alta y 60 con tarjeta. En estas condiciones, la comisién
ascenderfa a: 1200 €.

- Vértice B: { Ty — {z =50,y = 50}

- Vértice C: { — {z =40,y = 60}

Junio 03:

Una tienda de moda estd preparando su pedido de trajes para la préxima
temporada. Para que cierto proveedor le haga unos precios especiales, el pe-
dido debe incluir al menos 10 trajes de fabricacion nacional y no sobrepasar
los 20 trajes de ese tipo. Ademdas, el nimero de trajes de fabricacion na-
cional deberia ser al menos una tercera parte del nimero de trajes de im-
portacion. Por otro lado, el beneficio que la tienda obtendria por la venta
de cada traje de fabricacion nacional seria de 120 euros y de 200 euros por
la venta de cada uno de importacion, y la tienda quiere que el beneficio
total que se pueda alcanzar vendiendo todo el pedido sea como minimo de
3600 euros.

a) Se pretende calcular las unidades de cada producto que se pueden
pedir al proveedor cumpliendo todos los requerimientos anteriores. Plantea
el problema y representa grificamente el conjunto de soluciones posibles.
sPodria pedir 12 trajes de fabricacion nacional y 45 de importacion?

b) Calcula las unidades de cada producto que se han de pedir para mini-
mizar ademdas el nimero total de trajes pedidos. Con ese pedido ;qué ben-
eficio obtendrd si se venden todas las unidades?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de trajes nacionales

Ll : i i i
amalmos y = n° de trajes de importacién
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Funcién a minimizar y restricciones:

Flz,y)=x+y

x> 10

<20

r>4%

120z + 200y > 3600

x>0

y=>0
607
501
§o
301
204
10

Flr,y)=2+y
x> 10
Tz <20
12z + 20y > 360

x>0
y=>0
c
D
Al — |B

La funcién a minimizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que

determinan cada uno:
L. T =
- Vértice A:

122 4+ 20y = 360
122 4 20y = 360
xz =20
z =20

- Vértice B: {

- Vértice C: {

Tr =

- Vértice D: { r=

Tr =

10 — {x =10,y =12}

— {z =20,y = 6}

4y  — {r =20,y =060}
3

¥
i’o — {z =10,y = 30}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones en-
teras que se encuentren en el interior o periferia del poligono. Pedir 12
trajes de fabicacién nacional y 25 de importacién viene representado por

el punto {z = 12,y = 45}

. Este punto no pertenece a la regién factible por

no cumplir con la restricciéon z > £.

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de

los vértices del poligono:
Flz,y)=z+y



60 2. Programacién lineal

- En A(10,12):  F(10,12) = 2
- En B(20,6):  F(20,6) =
_En C(20,60):  F(20,60) 80

- En D(10,30): F(10,30) = 40
La funcién presenta un minimo en el vértice A(10,12), cuyo valor es 22.
Por tanto, la tienda deberd pedir 10 trajes nacionales y 12 trajes de
importacién. De esta manera, el nimero de trajes encargados serd tnica-

mente 22 y el beneficio obtenido con su venta vendra dado por B(z,y) =
120z 4+ 200y — B(10,12) = 3600 €

Septiembre 03:

Un equipo de fitbol quiere poner a disposicion de sus socios al menos
450 plazas entre autobuses y microbuses, con el fin de facilitar los desplaza-
mientos para el proximo encuentro. El equipo contratard los vehiculos a una
empresa que le ofrece un mdximo de 16 autobuses y de 10 microbuses, y que
le exige que el niumero de microbuses que pueda contratar sea al menos un
20% del total de vehiculos que contrate. Cada autobis tiene una capacidad
de 50 plazas y cada microbis de 25.

a) ;Qué combinaciones de vehiculos de dada tipo se pueden contratar
cumpliendo los requerimientos anteriores? Plantea el problema y representa
grificamente el conjunto de soluciones.

b) Si se quiere contratar el menos nimero posible de vehiculos en total
scudntos de cada tipo ha de contratar? scudl serd el nimero mdximo de
socios que se podrdn desplazar en ese caso?

Solucién:

Apartado a:

x = n° de autobuses
y = n° de microbuses
Funcién a minimizar y restricciones:

Llamamos:

Fz,y)=x+y
x <16 157
y <10
y>02(z+y) y10 P c
50z + 25y > 450
z>0 5 L
y=0 B
T A T T 1
0 5 \3)0 15 20

La funcién a minimizar determina el vector direccién (rojo).
El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.
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Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que

determinan cada uno:

- Vértice A: S0z 4 25y = 450 —{r=8,y=2}

y=02(z+7y)
- Vértice B: { ngz (1)62 (@ +y) —{z =16,y =4}
- Vértice C: { Zj: ig — {z =16,y = 10}

y =10
50z + 25y = 450 {w =4,y =10}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono:

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a minimizar en cada uno de
los vértices del poligono:

- Vértice D: {

Flz,y)=r+y
- En A(8,2): F(8,2) =
- En B(16,4):  F(16,4) =
- En C(16,10):  F(16,10) = 26
- En D(4,10):  F(4,10) = 14

La funcién presenta un minimo en el vértice A(8,2), cuyo valor es 10.

Por tanto, el club debera alquilar 8 autobuses y 10 microbuses para que
el nimero de vehiculos sea minimo. En estas condiciones, podrdn viajar un
méximo de: 8 - 50 + 2 - 25 = 450 socios.

Junio 04:

El jefe de seguridad de un museo estudia combinar 2 nuevos sistemas an-
tirrobo: camaras de vigilancia en las salas, y alarmas en puntos estratégicos
del edificio. Se quiere utilizar un minimo de 6 cdmaras para cubrir con el-
las las salas mds importantes, y un mdximo de 15 cdmaras, con las que
quedarian todas las salas cubiertas. Iqualmente, se necesitan al menos 6
alarmas para cubrir las mds importantes entradas y salidas del edificio. Fi-
nalmente, se tiene un presupuesto maximo de 36.000 euros, y cada cimara
cuesta 1.000 euros mientras que cada alarma cuesta 500 euros.

a) ;Qué combinaciones de unidades de cada sistema se pueden instalar
cumpliendo los requerimientos anteriores? Plantea el problema y representa
grificamente el conjunto de soluciones. ;Podria instalar 7 cdmaras y 59
alarmas?

b) Si el objetivo es colocar el mayor nimero de dispositivos entre camaras
y alarmas jcudntos ha de colocar de cada modalidad? En ese caso, ;cudl
serd el coste total?

Solucién:

Apartado a:

x =n? de cdmaras de vigilancia

Llamamos: o
y = n° de alarmas
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Funcién a minimizar y restricciones:

807

F(z,y)=z+y 0] D

z>06

r <15 y 407 C

y=>6

10002 + 500y < 36000

x>0 201

y=>0 ‘ A B
‘\‘a\‘\\\‘\‘\““\““\“\\

10 20 30

La funcién a maximizar determina el vector direccién (rojo).

El conjunto de restricciones determina la regiéon factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- Vértice A: {x:6 — {z =6,y =6}
y==6
o =6
- Vértice B: {1215 — {z =15,y = 6}
Tz =15

- Vértice C: { —{z =15,y =42}

1000z + 500y = 36000
iOiOg: + 500y = 36000 {2 =6,y = 60}

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono. Asi, no seria posible
instalar 7 cdmaras y 59 alarmas porque no se cumpliria la cuarta restriccién,
referente al presupuesto disponible:

1000z 4 500y < 36000; sin embargo: 7 - 1000 + 59 - 500 = 36 500

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada uno de
los vértices del poligono:

- Vértice D:

F(z,y)=x+y
- En A(6,6): F(6,6) =12
- En B(15,6):  F(15,6) =21
- En C(15,42):  F(15,42) = 57

- En D(6,60):  F(6,60) = 66
La funcién presenta un mdximo en el vértice D(6,60), cuyo valor es 66.
Por tanto, el museo deberd instalar 6 cdmaras de vigilancia y 60 alarmas
para que el nimero de dispositivos sea méximo. En estas condiciones, el
coste de la instalacién serd: 6 - 1000 + 60 - 500 = 36 000 euros.
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Septiembre 04:

Una empresa quiere decidir cudntos ordenadores portdtiles y cudntos de
sobremesa comprard. Dispone de hasta 88.000 euros y ha aceptado la oferta
de un proveedor que le exige comprar por lo menos 30 ordenadores y que al
menos un 10% de los que compre sean portdtiles. Cada ordenador portdtil
le sale por 2.000 euros y cada uno de sobremesa por 1.000

a) ;Qué combinaciones de ordenadores de cada tipo puede comprar?
Plantea el problema y representa grificamente el conjunto de soluciones.

b) Si se quiere comprar el mayor nimero posible de ordenadores, &cudn-
tos de cada tipo ha de comprar? ;Y si lo que quiere es comprar el menor
nimero posible de portdtiles, cudntos de cada tipo tendria que comprar?

Solucién:

Apartado a:

z = n° de ordenadores portatiles

Llamamos: y = n° de ordenadores de sobremesa
Restricciones:
x4y >30 z+y > 30
x> ‘1—'5*/ 9z >y
2000z + 1000y < 88000 — ¢ 2z +y < 88
x>0 x>0
y=>0 y>0
807
D
60
%o
20 /A
B C
0 10 20 x 30 0 O 50

El conjunto de restricciones determina la regién factible. En este caso se
trata de un poligono convexo de 4 lados.

Calculamos sus vértices, mediante la interseccién de las dos rectas que
determinan cada uno:

- . 9z =y _ _
- Vértice A: -ty =30 —{x =3,y =27}
- Vértice B: {;:%:30 — {z =30,y = 0}
- Vértice C: y=0 —{z =44,y =0}
' 22 +y =88 Y
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2z +y = 88
9z =y

El conjunto de soluciones posibles serd el conjunto de soluciones enteras
que se encuentren en el interior o periferia del poligono.

Apartado b:

Analizamos el valor que adopta la funcién a maximizar en cada caso y
en uno de los vértices del poligono:

- Vértice D: { —{z=8,y="172}

e Si quiere comprar el mayor nimero posible de ordenadores:

Funcién a maximizar: F(z, ) =z+y
-En A(3,27):  F(3,27)
- En B(30,0): F(30,0) = 30
- En C(44,0): (44 0) =44
-En D(8,72): F(8,72) =80
La funcién presenta un méximo en el vértice D(8,72), cuyo valor es 80.
Por tanto, la empresa deberd comprar 8 ordenadores portatiles y 72 or-
denadores de sobremesa para que el nimero de ordenadores total adquirido
sea maximo. En estas condiciones, el coste de la compra serd: 8-20004 72 -
1000 = 88 000 euros.

e Si quiere comprar el menor niimero posible de ordenadores portatiles:

Funcién a minimizar: F(z ,y)
-En A(3,27):  F(3,27) =
- En B(30,0): F(30,0) =
- En C(44,0): F(44,0)
-En D(8,72): F(8,72) =
La funcién presenta un minimo en el vértice A(3,27), cuyo valor es 3.
Por tanto, la empresa deberd comprar 3 ordenadores portdtiles y 27
ordenadores de sobremesa para que el nimero de portatiles sea minimo.
En estas condiciones, el coste de la compra serd: 3 - 2000 + 27 - 1000 =
33000 euros.

_44

2.2 Problemas propuestos

B2-01:

Una fabrica produce muebles biblioteca de dos tipos: en pino macizo y
en castano. Una biblioteca en pino requiere 8 h. de montaje y 8 h. de
acabado, mientras que una biblioteca en castano requiere 8 h. de montaje y
6 h. de acabado. Por razones de maquinaria, el mdrimo nimero de horas
disponibles es de 120 para el montaje y 180 para el acabado. Los beneficios
que obtiene la fabrica son de 300 € por cada biblioteca en pino y 400 € por
cada biblioteca en castano.
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a) ;Cudntos muebles biblioteca de cada tipo hay que fabricar para que el
beneficio sea mdximo?

b) sA cudnto ascenderd dicho beneficio?

B2-02:

Un laboratorio estd elaborando un compuesto que debe de contener un
minimo de 30 myg. de vitamina A y de 85 mg. de vitamina B por kg. Para
ello mezcla dos tipos de productos P1 y P2, cuyos contenidos en mg. de
vitaminas A y B vienen dados en la siguiente tabla:

Vitamina A Vitamina B
Producto P1 6 mg. 5 mg.
Producto P2 6 mg. 10 mg.

El producto P1 cuesta 40 € /kg. y el producto P2 cuesta 60 € /kg.

s Cudntos kg. de cada producto debe de mezclar para que el coste del
compuesto sea minimo?

B2-03:

En una panaderia gallega se fabrican dos tipos de empanadas, grandes
y pequenas. La empanada grande requiere para su elaboracion 500 g. de
masa y 250 g. de relleno; la empanada pequenia 250 g. de masa y 250 g.
de relleno. Se dispone de 20 kg. de masa y de 15 kg. de relleno, y el precio
de venta lo fijamos en 2 € para la empanada grande en 1.5 € para la
empanada pequenia. ;Cudntas empanadas de cada tipo tendrd que fabricar
la panaderia para que el beneficio obtenido sea maximo?.

B2-04:

En una fdbrica de cajas de cartén para embalaje y regalo, se fabrican
dos tipos de cajas: la caja A que requiere para su construccion 4 m. papel
decorado y 0.25 m. de rollo de cartén, que se vende a 8 €; la caja B que
requiere 2 m. de papel decorado y 0.5 m. de rollo de cartdn y que se vende
a 12 €. En el almacen disponen inicamente de 440 m. de papel de regalo y
de 65 m. de rollo de carton. Si suponemos que se vende toda la produccion
de cajas, jcuantas de cada tipo deberdn de fabricarse para que el importe
de las ventas sea mdzrimo? sa cudnto ascenderd?

B2-05:

Un mayorista desea comprar dos tipos de televisores, TV1 y TV2. Los
de tipo TV1 le cuestan 300 € /unidad y los de tipo TV2 500 € /unidad.
Dispone de 7000 € para realizar las compras y, en su almacén, inicamente
dispone de espacio para 20 televisores. En la venta de cada televisor gana
el 30% del precio de compra.

a) Representar graficamente la funcidn a maximizar y el conjunto de
restricciones.

b) s Cudntos televisores de cada tipo ha de comprar para mazimizar el
beneficio?

¢) ¢A cudnto ascenderd dicho beneficio?

B2-06:

Una empresa fabrica tres productos A,B y C en dos plantas de fabricacion
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P1 y P2. La planta P1 produce diariamente 1.000 unidades del producto
A, 8.000 del producto B y 5.000 del producto C. La planta P2 produce
diariamente 2000 unidades de cada uno de los tres productos. La empresa
se ha comprometido a entregar a sus clientes, al menos, 80.000 unidades
del producto A, 160.000 del producto B y 200.000 del producto C. Sabemos
que el coste diario de produccion es de 200.000 ptas en cada una de las
plantas de fabricacion.

a) Representar grdficamente la region de soluciones factibles del prob-
lema.

b) Determinar cudntos dias debe trabajar cada planta para que se cubran
los objetivos con el minimo coste.

B2-07:

En una fabrica de juguetes se producen dos tipos de rompecabezas: de
500 y de 2000 piezas. Se obtiene con ello un beneficio de 4.5 € por cada
rompecabezas pequeno y de 6 € por cada rompecabezas grande. Por lim-
itaciones de personal y maquinaria, no se pueden fabricar mds de 400
rompecabezas pequenos, ni mds de 300 rompecabezas grandes. Por las mis-
mas razones, tampoco pueden producirse mds de 500 rompecabezas en total.

Suponiendo que se logra vender toda la produccion de un dia:

a) scudl es el numero de rompecabezas de cada tamario que conviene
fabricar para obtener un beneficio mdximo?

b) scudl deberia ser la produccion para obtener el mdximo beneficio si se
obtuvieran 6 € por cada rompecabezas pequeno y 4.5 € por cada rompecabezas
grande?

B2-08:

Un concesionario de motos vende dos modelos; el A con el que gana 1000
€ por unidad vendida, y el B, con el que gana 500 € también por unidad.
Por razones de disponibilidad y politica comercial, el nidmero de motos ven-
didas del modelo A no puede ser inferior a 50 unidades, ni superior a 75.
Ademds, el nimero de motos vendidas del modelo B no puede ser inferior
al de motos vendidas del modelo A.

Sabiendo que el nimero mdximo de motos que pueden vender es 400,

a) determina cuantas motos de cada modelo debe vender para que el
beneficio sea mdzrimo.

b) determina a cudnto asciende dicho beneficio.

B2-09:

Un inversor dispone de 30000 € para repartir en dos fondos diferentes
de inversion, A y B. El fondo A le ofrece una rentabilidad del 12%, pero
ciertas limitaciones legales le impiden superar los 12000 € de inversion
mdzima en él. El fondo B le ofrece una rentabilidad del 8% sin limitacion
alguna de la cantidad a invertir. Ademds, este cliente desea invertir en el
fondo B, como mdximo, el doble de lo invertido en el fondo A.

a) s Qué cantidad de dinero debe invertir en cada fondo para obtener un
beneficio mazimo?
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b) scudl serd el valor de dicho beneficio maximo?

B2-10:

Una fabrica de muebles de oficina produce estanterias metdlicas y archivadores.
El doble de la produccion de archivadores, es menor o igual que la produc-
cion de estanterias mds 800 unidades. También sabemos que el triple de la
produccion de estanterias mas el doble de la produccion de archivadores, es
menor o igual que 2400 unidades.

Cada estanteria producida genera un beneficio de 60 € y cada archivador,
80 €.

a) Plantea el problema y representa la region factible.

b) scudntas unidades de cada tipo habria que producir para obtener un
beneficio mdximo?

¢) sa cudnto asciende dicho beneficio?

B2-11:

Susana desea repartir su tiempo de vacaciones entre dos lugares, uno en
la costa y otro en la montana. El dia de estancia en la costa le cuesta
100 € mientras que el dia de estancia en la montaria le cuesta 200 €. Su
presupuesto global para todas las vacaciones son 2000 € y no desea pasar
mds de 10 dias en la costa.

a) s Cudntos dias puede pasar en cada sitio? Plantear algebraicamente el
problema y representar el conjunto de soluciones.

b) Si desea disfrutar del mayor nimero de dias de vacaciones posible,
seuantos pasard en cada uno de los lugares? zAgotard el presupuesto?

B2-12:

Una empresa de accesorios para automdviles fabrica una pieza en dos
tipos de acabado: normal y especial. Cada pieza en acabado normal requiere
1 kg. de material y 0.25 kg. de pintura, y su venta rinde un beneficio de 2.5
€, mientras que cada pieza en acabado especial requiere 1 kg. de material
y 0.5 kg. de pintura, pero deja 4 € de beneficio.

La empresa dispone diariamente de 150 kg. de material y 50 kg. de pin-
tura. Ademdas, y por falta de suficiente personal, la empresa no puede vender
(al dia) mds de 125 piezas de cada tipo de acabado.

a) s Cudntas piezas de cada tipo puede fabricar?. Plantear el problema y
representar grdaficamente el conjunto de soluciones.

b) sCuantas le conviene fabricar si el objetivo que pretende es que el
beneficio sea el mdximo posible? ;A cudnto ascenderd este beneficio?

¢) Supongamos que la empresa puediera contratar mas personal. Analizar
los cambios que esto pudiera suponer en los resultados del apartado ante-
Ti0T.

B2-13:

Un centro de salud ha detectado, en cierto barrio, una grave carencia
en la dieta alimentaria de los ninos. Realiza un estudio nutricional y llega
a la conclusion de que cada nino debe tomar diariamente al menos 12
unidades de vitamina A, 4 unidades de vitamina B y ocho unidades de
vitamina C. Para ello, se dispone de dos tipos de comprimidos X e Y, cada
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uno de los cuales tiene la siguiente composicion (en unidades vitaminicas):

A[B[C
X324
Y| 4| 1]3

Cada comprimido X tiene un coste de 0.1 € mientras que cada com-
primido de Y tiene un coste de 0.5 €. ;Cudntos comprimidos de cada tipo
tendrd que tomar diariamente cada mino para satisfacer sus necesidades
vitaminicas, al menor coste posible? ;Cudl serd ese coste diario?

B2-14:

Una vinateria tiene 180 botellas de vino de La Rioja y 160 botellas de
vino de Ribera del Duero. Desea elaborar dos tipos de lotes para regalo con
dichas botellas: lotes A formados por tres botellas de Rioja y una de Ribera,
que venderd a 40 €; lotes B formados por una botella de Rioja y dos de
Ribera que venderd a 50 €. Si suponemos que consigue vender todos los
lotes, jcudntos lotes de cada tipo deberd de preparar para que las ventas
sean mazximas? ;A cudnto ascenderdn las ventas?

B2-15:

Una fabrica de coches produce dos modelos de un mismo vehiculo: gasolina
y diesel. La venta de cada modelo de gasolina genera un beneficio de 450 €,
mientras que la venta de cada modelo diesel genera 600 €. La capacidad de
produccion de la fabrica limita el total de vehiculos producidos diariamente
a 500 coches. Ademds, tampoco pueden producirse mds de 400 coches de
gasolina ni mas de 300 coches diesel al dia. Si suponemos que se vende toda
la produccion de la fdabrica, ;cudntos coches de cada tipo coviene fabricar
para maximizar las ganancias? ;A cudnto ascenderdn éstas?

B2-16:

Una cooperativa agricola dispone de 300 hectdreas en las que plantar dos
tipos de cultivos A y B. En el plan de regadios, se le han asignado tinica-
mente 400 unidades volumétricas de agua, que tiene que repartir entre los
dos cultivos. Sabemos que cada hectdrea de cultivo A requiere 1.5 unidades
de agua, mientras que cada hectdrea de cultivo B requiere tan solo 1 unidad
de agua. Para poder atender a los compromisos adquiridos, la cooperativa
ha de plantar, al menos, 100 hectdreas del cultivo A y 50 del cultivo B. Por
otra parte, esperamos que cada hectdrea de cultivo A dé unos beneficios de
2500 € y que cada hectdrea de cultivo B dé 2000 €. ;Cudntas hectdreas
de cada tipo de cultivo es necesario plantar para que el beneficio resulte ser
mdaximo? ;A cudnto ascenderd?

B2-17:

Una joyeria recibe de su proveedor una buena oferta de joyas en oro
y en plata, aunque éste impone determinadas condiciones de adquisicion
mdrima para cada joyeria: no puede adquirir mas de una docena de joyas
de oro, ni mas de una docena de joyas de plata; el doble del nimero de joyas
de oro mds el numero de joyas de plata adquiridas no puede ser superior a
22; el nimero de joyas de oro mds el doble del numero de joyas de plata no
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puede ser superior a 26. Si sabemos que la joyeria obtiene un beneficio de
70 € por cada joya de oro y de 90 € por cada joya de plata, ;cudntas joyas
de cada clase deberd de adquirir para maximizar su beneficio? ;A cudnto
ascenderd este?

B2-18:

Una asociacion de vecinos estd organizando una excursion en autobis
a la que acudirdan 400 personas del barrio. Contactan con una empresa
de autobuses que dispone de 8 autobuses normales (40 plazas) y de 10
autobuses grandes (50 plazas). El alquiler de cada autobis normal cuesta
600 € mientras que el alquiler de cada autobis grande cuesta 800 €. Por
otra parte, la empresa tunicamente dispone de 9 conductores libres en las
fechas en que se pretende realizar el viaje. 5 Cudntos autobuses de cada tipo
habrd que contratar para que el coste del viaje sea minimo? ;Cudl serd este
coste?

B2-19:

Un taller de bisuteria produce anillos sencillos, que vende a 4.50 € y
anillos con adornos que vende a 6 €. Las mdquinas condicionan la pro-
duccion de manera que no pueden fabricarse al dia mas de 400 anillos
sencillos, ni mds de 300 anillos con adornos. Tampoco pueden fabricarse
mas de 500 anillos en total por limitaciones de mano de obra. en total.
¢ Cudntos anillos de cada clase interesard fabricar para obtener la mayor
cantidad de ingresos posible? ;A cudnto ascenderdn esos ingresos?

B2-20:

Un agente inmobiliario efectia dos tipos de operaciones: de ventas y de
alquileres de pisos. Por cada venta recibe una comision de 1000 € y por
cada alquiler una comision de 600 €. Trimestralmente y en total, no puede
realizar mds de 16 operaciones. Por razones de su cartera de clientes, el
numero de alquileres no puede ser mayor que la diferencia entre 18 y el
doble del nimero de ventas. Ademdas, el doble del nimero de ventas mds
el triple del nimero de alquileres, no puede ser superior a 26. ;Cudntas
operaciones de cada tipo debe realizar para mazimizar sus comisiones? ;A
cudnto ascenderdn éstas?

B2-21:

Disponemos de un camion que puede transportar, como mdximo, 12 tm.
Tenemos que llevar arena y cemento a una obra que necesita, al menos,
6 toneladas de arena y por lo menos la mitad de esa misma cantidad de
cemento. Como el cemento se presenta en sacos y la arena no, se cobra
diferente segin el material a transportar. 30 € por tonelada de arena y
20 € por tonelada de cemento. Determina cudntas toneladas de arena y
cemento conviene transportar para mazximizar la ganancia en el transporte.
¢A cudnto ascenderd ese transporte?

B2-22:

Una empresa debe de contratar formacidn en informdtica para sus em-
pleados. Puede contratar un mdzximo de 60 horas de curso. Cada hora de
curso de informdtica bdsica le cuesta 30 €, mientras que cada hora de curso
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de informdtica avanzada le cuesta 50 €. Para adquirir unos conocimientos
suficientes se consideran necesarias, al menos, 36 horas de curso. Ademds
es necesario contratar, al menos, 6 horas de curso de informdatica avanzada.

s Cudntas horas de cada tipo son necesarias para que el cursillo resulte
lo mds econémico posible? ;Cudnto costard?

B2-23:

Para preparar los abonos A y B se mezclan ciertos fertilizantes Fy y Fy
en las siguientes proporciones:
Fy Fy

A: | 100 gr/kg | 50 gr/kg

B: | 70 gr/kg | 80 gr/kg
Se dispone de 39 kg y 24 kg de los fertilizantes Fy y Fy, respectivamente.
Los beneficios que se obtienen al vender los abonos A y B son de 7.5 € /kg
y 6 €/kg, respectivamente. ;Cudntos kilogramos se deben fabricar de cada
tipo de abono para mazimizar el beneficio? ;A cudnto ascenderd el citado
beneficio?

B2-24:

Una agencia que organiza viajes por mar tiene que gestionar el transporte
simultdineo de 1800 viajeros con una naviera. Esta dltima dispone de dos
tipos de barcos: los de tipo A con capacidad para 150 viajeros y los de tipo
B con capacidad para 200 viajeros; pero unicamente dispone de 6 de estos
ultimos barcos. El coste de cada viaje en barco, asi como el nimero de
tripulantes que requiere cada uno de ellos viene dado en la siguiente tabla:

Coste  n° tripulantes
A: 1000 € 6
B: 1200 € 8

Se sabe que la naviera unicamente dispone de 96 tripulantes. ;Cudntos
barcos de cada clase minimizardn el coste del transporte? ;A cudnto ascen-
derd éste?

B2-25:

Una persona dispone de 110.000 € y se dispone a especular con ellos.
Puede invertir hasta 80.000 € en un negocio A que le ofrece un 20% de
rendimiento; también puede invertir hasta 70.000 € en otro negocio B que
le ofrece un 30% de rendimiento. Por otra parte, se ha comprometido a
no invertir en el negocio B mds de vez y media lo que invierta en A.
s Como debe de distribuir su inversidn de manera que obtenga el mdximo
rendimiento? ;A cudnto ascenderd este?
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Funciones, continuidad, limites
y derivadas

3.1 Problemas PAU

Junio 94-A:

En cierto colectivo de familias, el gasto mensual en ocio, G(z) en miles
de pesetas, estd relacionado con sus ingresos mensuales, x en miles de
pesetas, a través de la siguiente erpresion:

002z —1 st 0<2<100
6() - {

30z .
5242300 st 100 < x

a) Estudiar la discontinuidad del gasto. sEl gasto en ocio de una fa-
milia es sensiblemente distinto si sus ingresos son “ligeramente” inferiores
o superiores a las 100.000 ptas?

b) Justificar que el gasto en ocio es siempre creciente con los ingresos.

¢) Justificar que ninguna familia realiza un gasto en ocio superior a las
15.000 ptas.

Solucién:

Apartado a:

En el interior del primer intervalo [0, 100] la funcién es continua.

En el interior del segundo intervalo (100, 00) también lo es, puesto que
el valor de x que anula el denominador:

2z + 2300 = 0, es decir, {x = —1150} queda fuera del intervalo.

Bastara con analizar lo que sucede en el punto de unién x = 100

3G(x) en x =100 : G(100) =0.02-100—-1=1

{ limemOf G(JE) = lim$4,100— 002z —1=1

limemm G(JE) = hIIla:*,looJr % = % = g = 12

Como que los limites laterales son distintos, la funcién presenta un punto
de discontinuidad inevitable en x = 100. Por ello, el gasto en ocio de una
familia, cambia sensiblemente si sus ingresos son ”ligeramente” inferiores o
superiores a las 100.000 ptas. Pasa de ser 1 a 1.2 (miles de ptas.)

Apartado b:

La primera funcién: 0.02x — 1 es una recta de pendiente positiva.

La segunda funcién: QI?FOQ(%OO == +1§T50 tiene como derivada: % >0

En el punto de abscisa x = 100 el salto es positivo; el valor de la funcién
pasade 1 a 1.2

Por lo tanto, la funcién G(z) , que determina el gasto en ocio, es siempre
creciente con los ingresos.
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Apartado c:

Como que la funcién es creciente, se trata de determinar la tendencia de
la funcién cuando z aumenta indefinidamente, es decir:

lim, o G(z) = lim,_ o0 % =15.

La funcién presenta una asintota horizontal G(x) = 15; por lo tanto,

ninguna familia realiza un gasto en ocio superior a las 15000 ptas.
Gla) — 002z —1 s2 0<2<100
() = 30z st 100 < x

2x+2300
207

157 / 157

G(x) 17

3(x)107]

5
T T T T T T T
20 0 60  x80 100 120 140

=t

-0.57
T T T T 1
11 1000 2000 x 3000 4000 5000

-15° -5

Junio 94-B:

Cierta entidad financiera lanza al mercado un plan de inversion cuya
rentabilidad, R(x) en miles de ptas., viene dada en funcion de la cantidad
que se invierta, x en miles de ptas., por medio de la siguiente erpresion:

R(z) = —0.001z2 + 0.5z + 2.5

a) Deducir razonadamente qué cantidad de dinero le conviene invertir a
un cliente en dicho plan.

b) sQué rentabilidad obtendria?

Solucién:

Apartado a:

Se trata de determinar un valor de x para el que la funcién R(x) presente
un maximo. Para ello, podemos:

- Tener en cuenta que se trata de una pardbola y determinar su eje y
orientacion:

- eje pardbola: x =3t =_=05 _ 950 — x = 250
X i 2a 0.002 . .
- orientacién: a=—-0.001<0 —”hacia abajo” o convexa.

por tanto, la cantidad a invertir que hace méxima la rentabilidad es
250.000 ptas.
- Determinar el valor de x que anule la primera derivada:
R'(z) = —0.002z 4+ 0.5 = 0, lo que se verifica para: {z = 250}
y comprobar que es un méximo analizando el signo de la segunda derivada:
R'(z) =-0.002 <0 — Miéximo.
por tanto, la cantidad a invertir que hace méxima la rentabilidad es
250.000 ptas.
Apartado b:
Se trata de determinar el valor de la funcién para x = 250.



3. Funciones, continuidad, limites y derivadas 73

R(z) = —0.001z% + 0.5z + 2.5 ; R(250) = 65 (miles de pesetas).

807
707
60]
50

}(x)40]
307
207

107

100 200 380 400 500 600

Septiembre 94:

La puntuacion obtenida por un estudiante en un examen depende del
tiempo que haya dedicado a su preparacion (x, expresado en horas) en los
stguientes términos:

z si 0<z<15
G(z) = { 3 o . 15* -
0oe15 St <z

a) Estudiar el crecimiento de esta funcion. Si un estudiante ha dedicado
menos de 15 horas a preparar el examen, justificar que no aprobard, esto
es, que obtendrd menos de 5 puntos.

b) Justificar que la puntuacion nunca puede ser superior a 10 puntos.

Solucién:

Apartado a:

Se trata de una funcién definida a tramos.

- En el intervalo [0, 15] la funcién es continua y creciente; se trata de una
recta de pendiente %

- En el intervalo (15, 00) la funcién es continua, puesto que el valor que
anula el denominador se encuentra fuera del intervalo:

0.2z + 3 = 0 — {z = —15}; tambien es creciente puesto que la primera

derivada es positiva:

_ % _ 10 _ 150
G@) =3 =775 — G'(@) = (z+15)7

Bastara con analizar lo que sucede en el punto de unién = = 15

hmw—»lS* G(Il’) = limemf % = % =5

lime15+ G(IE) = lime15+ 022—;_"_3 = % = 5

Como que los limites laterales son iguales, y coinciden con el valor de la
funcién en el punto, la funcién es continua en todo su dominio.

G(15) = 1—35 =5

Como que la funcién es continua y creciente, se comprueba que a valores
x < 15 corresponderdn notas menores a 5 puntos, por lo que el estudiante

no aprobar4.
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Apartado b:
Se trata de determinar: lim,_, ., G(x) = lim,_ 0.22.T$+3 = 0%2 =10
Por lo que la puntuacién nunca puede ser superior a 10 puntos; la funcién

presenta una asintota horizontal en G(z) = 10

Junio 95:

La produccion de cierta hortaliza en un invernadero, Q(x) en kg., de-
pende de la temperatura, © en °C, segun la expresion:
Qx) = (z+1)* (32 - x)
a) Calcular razonadamente cudl es la temperatura dptima a mantener en
el invernadero.
b) ¢ Qué produccion de hortaliza se obtendria?
Solucién:
Apartado a:
Se trata de determinar un valor de x para el que la funcién Q(z) presente
un maximo.
Qz) = (x4 1)* (32 — 2) = —a® + 3022 + 63z + 32
Para ello, derivamos la funcién y la igualamos a cero:
Q'(x) = —32% + 60z +63 = 0, cuyas soluciones son : {x = —1}, {x = 21}
Para determinar si se trata de maximos, minimos o puntos de inflexién,
analizamos el signo de la segunda derivada:
Q" (x) =60 — 6z
Q(—1) =66 > 0 — Minimo
Q(21) = —66 < 0 — Maximo
Por lo que la temperatura 6ptima a mantener en el invernadero es de
21°C.
Apartado b:
Se trata de determinar el valor de la funcién para x = 21.
Q(z) = (z+1)> (32 — 2) = —23 + 3022 + 63z + 32
Q(21) = 5324
Por lo que la produccién de hortaliza obtenida seria 5324 kg.
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Septiembre 95:

FEl tipo de interés anual, I(t) en %, ofrecido por una entidad financiera
depende del tiempo, t en anos, que esté dispuesto a mantener la inversion
a través de la siguiente expresion: I(t) = tg(_fg

a) Calcular razonadamente cudntos arnios le conviene pactar a un inversor
que trate de optimizar el tipo de interés.

b) Si una inversidn se mantuviese a muy largo plazo, 4 el tipo de interés
podria llegar a ser negativo? Justifica la respuesta.

Solucién:

Apartado a:

Se trata de determinar un valor de ¢ para el que la funcién I(t) = 2%
presente un maximo.

Para ello, derivamos la funcién y la igualamos a cero:

90-(t24-9)—90¢t-2t 2_g
() = ( (t2+)9)2 = 0y =0 — {t=-3},{t=3}
Para determinar si se trata de maximos, minimos o puntos de inflexién,

analizamos el signo de la segunda derivada:

2t-(£249)° = (£2—9)-2(¢249) -2t 2_
(1) = —902:(+) (fz +9)4> (£+9)20 _ 150 o
I"(=3) = 2 > 0 — Minimo
1"(3) = %g’ < 0 — Méximo
Por lo que el tiempo ¢ éptimo a mantener la inversién es de 3 anos. En
90-3

estas condiciones, el tipo de interés serd: I(3) = 575 = 15%

Apartado b:

La funcidén es continua en todo su dominio y a partir de ¢t = 3 es decre-
ciente; ademds, no presenta mas maximos o minimos que los calculados.
Sin embargo, como limy_,o I(t) = lim;—o % = 0 presenta una asintota
horizontal I(t) = 0; por ello, el interés ird disminuyendo paulatinamente,
pero no alcanzard nunca valores negativos.
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Junio 96:

En un colectivo se ha observado que el gasto en cierto producto, G(x)
en miles de ptas., estd relacionado con el salario, x en cientos de miles de
ptas., por medio de la siguiente expresion: G(z) = L%(fl

a) Calcular razonadamente la cuantia del salario a la que corresponde el
mayor gasto.

b) s Como se comporta el gasto cuando el salario es suficientemente alto?

Solucién:

Apartado a:

Se trata de determinar un valor de x para el que la funcién G(z) presente
un maximo.

Para ello, derivamos la funcién, la igualamos a cero y determinamos los

puntos criticos:
2 — 2
@) = D)2 gzt

Para que G'(z) valga cero, serd suficiente que se anule el numerador:

22—-1=0 —{z=1},{z=-1}

La soluciéon z = —1 carece de sentido fisico en este problema; por ello,
verificamos unicamente la solucién z = 1. Para comprobar que se trata de
un méximo, analizamos el sizgno de la segunda derivada:

(a2 (22 —1)2( 22 ,
G (x) = —202L(JL +1) (£f+1)14)2(L )2 _ 40z (;f;?’)s
G"(1)<0 — Maximo en x=1

Luego el gasto serd méximo cuando el salario sea 100.000 ptas.

Apartado b:

Se trata de determinar lim, ., G(x) = lim, % =0

Es decir, cuando el salario sea lo suficientemente alto, el gasto en ese
producto tenderd a cero.
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Junio 96-R:

El precio alcanzado por cierto tipo de obras de arte en una subasta, P(x)
en miles de ptas., estd relacionado con el nimero de asistentes que estén
interesados en su adquisicion, a través de la siguiente expresion:

P(z) = 2§»+50 si 0<z<10
BedT0 5 10<z

a) Estudiar la continuidad de P(zx) en el punto x = 10. ; Qué ocurre
con el precio si el nimero de interesados es "ligeramente” superior a 10%.

b) Estudiar el crecimiento del precio. Calcular el precio de salida, x =0,
y justificar que se trata del precio mds bajo que puede alcanzar una obra en
la subasta.

Solucién:

Apartado a:

lim,_,19- P(x) =lim,_,19- (52 + 50) = 100
{ lim,_ 1o+ P(z) = lim,_ 10+ (L‘;mo) =120

Como los limites laterales son distintos, la funcién es discontinua en
x = 10. Se trata de una discontinuidad inevitable de salto 20. Por ello,
existe una diferencia importante entre el precio que alcanza una obra de
arte en la subasta, segin que el nimero de asistenetes sea ”ligeramente”
inferior o superior a 10 personas.

Apartado b:

En cada uno de los tramos considerados, la funcién es continua y cre-
ciente; el primer tramo se corresponde con una recta de pendiente 5 y el
segundo tramo con otra recta de pendiente %. Por otra parte, compro-
bamos que la primera derivada de la funcién es positiva:

, 5 s1 0<x<10
P(x)—{ %8 si 10<x

Por ello, el precio alcanzado por la obra de arte, aumentara siempre con
el niimero de asistentes a la subasta. El precio minimo se alcanzard cuando
el mimero de asistentes sea nulo: P(0) = 50 (50.000 ptas.)
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Septiembre 96:

Un taller artesanal estd especializado en la produccion de cierto tipo de
Juguetes. Los costes de fabricacion, C(x) en pesetas, estan relacionados con
el nimero de juguetes fabricados, x, a través de la siguiente expresion:

C(z) = 1022 4 2000z + 250000

El precio de venta de cada juguete es de 8000 ptas.

a) Plantear la funcién de ingresos que obtiene el taller con la venta de
los juguetes producidos.

b) Plantear la funcion de beneficios, entendidos como diferencia entre
ingresos y costes de fabricacion.

¢) s Cudntos juguetes debe fabricar para mazimizar beneficios? ;A cudnto
ascenderdn estos beneficios?

Solucién:

Apartado a:

La funcién de ingresos vendrd dada por los ingresos totales de las ventas.
Asi: I(x) = 8000z

Apartado b:

La funcién de beneficios vendrd dada por los ingresos totales de las ventas
menos los costes de fabricacién. Asi: B(x) = 8000x — C(x);

8000x — (10902 + 2000z + 250000) = —1022 + 6000z — 250 000

Apartado c:

Se trata de encontrar un méximo en la funcién de beneficios y de deter-
minar su valor:

B'(z) = =20z + 6000 = 0 — {z = 300}

B"(xz) = —20 < 0 — Maximo

B(300) = —10 - 300 + 6000 - 300 — 250000 = 650 000

Es decir: los beneficios serdn méximos al fabricar 300 juguetes, y en estas
condiciones alcanzardn las 650 000 pesetas.
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Junio 97:

En cierto colectivo de hogares se ha observado empiricamente que el gasto
mensual en alquiler de peliculas de video (G(t) en miles de ptas.) depende
el tiempo dedicado mensualmente a ver Tv. (t, en horas) en los siguientes
términos:

0 si 0<t<20
G(t)=1¢ 0.1t si 20 <t <100
A0 s 100 <t

2(+100
a) Justifica que la funcion G(t) es discontinua en t = 20.

sEziste una diferencia importante entre el gasto de los hogares, segin
que el tiempo dedicado a ver Tv. sea “ligeramente” inferior o superior a 20
horas?. Razona la respuesta.
b) Justifica que en cualquier hogar en que se vean mds de 100 horas de
Tv. al mes, el gasto en alquiler de videos supera las 10.000 ptas.
Solucioén:
Apartado a:
lim;_ 99— G(t) = limy_,59- 0=0
{ limt*,20+ G(t) = limt*,20+ 0.1t =2
Como los limites laterales son distintos, la funcién es discontinua en el
punto ¢ = 20. Se trata de una discontinuidad inevitable de salto 2. Por
ello, existe una diferencia importante entre el gasto de los hogares que ven
"ligeramente” mds o menos de 20 horas mensuales de Tv. Esa diferencia
es, precisamente, el salto de la discontinuidad; es decir 2000 ptas.
Apartado b:
limt_,loo— G(t) = hmt_‘loo— 0.1 =10
{ limtﬂlooﬁ— G(t) = lith100+ % =10
G(100) = 0.1 x 100 = 10
Luego la funcién es continua en ¢ = 100 puesto que los limites laterales

son iguales y coinciden con el valor de la funcién en el punto.
40t—1000 _ 20t—500

Por otra parte, cuando ¢ > 100, tenemos que: G(t) = 5555~ = =750
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’ _20(t4+50)—(20¢—500) 1500
G (t) - (t+50)°  (t+50)
positiva, la funcién es creciente.

Por ello, el gasto mensual en alquiler de videos tiene que superar las 10
(miles de ptas.) que es el valor que adopta la funcién en ¢ = 100.

> > 0. Como la primera derivada es

127
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Septiembre 97:

En una empresa, la relacion entre la produccion (x, expresada en miles
de toneladas) y los costes medios de fabricacion ( C(z), expresados en
miles de ptas.) es del tipo: C(z) = ax® + bx + c.

a) Sabiendo que dichos costes ascienden a 43.000 ptas si la produccion
es de 1.000 tm., que son 36.000 ptas. si se producen 2.000 tm., y que la
derivada seqgunda de dicha funcion es igual a 2, determinar la funcion de
costes medios.

b) Obtener razonadamente los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de C(z).

¢) A la vista de los resultados del apartado anterior, calcular razonada-
mente la produccion dptima de la empresa y sus costes medios.

Solucién:

Apartado a:

Se trata de determinar los pardmetros a, b y ¢ en la funcién:

C(z) = az? + bx + c.

C'(x) = 2az + b C"(z) =2a

Sabemos que:

-si x =1, entonces C(z) =43 43=a+b+c
- si ¢ = 2, entonces C(z) = 36 —< 36=4a+2b+c —
- la derivada segunda de la funcién vale 2 20 =2

—{a=1,b=-10,c =52}
Por lo que la funcién de costes medios serd: C(z) = 2% — 10z + 52.

Apartado b:
Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento podemos:
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- tener en cuenta que se trata de una parabola y determinar su eje y su

orientacion:
- el eje de la pardbola viene dado por z = ;—; = % =5
- la orientacién viene dada por el signo de: a =1 > 0 — céncava

por tanto, la pardbola serd decreciente en (—o0,5) y creciente en (5, 00)

- 0 bien, analizar el signo de la primera derivada de la funcién:

C(x) = 2% — 10z + 52; C'(x) =22 —10, que se anulaen z =5

- si x € (—00,5), entonces C'(z) < 0 — funcién decreciente
-si x € (5, +00), entonces C'(z) < 0 — funcién decreciente

Apartado c:

La produccién éptima que haga minimos los costes medios de fabricacién;
se situard en el eje de la pardbola o, lo que es lo mismo, en el valor de x
que anule la primera derivada, es decir, en x = 5 (miles de toneladas).

Aunque no resultaria necesario, dada la orientacién de la parabola, podemos
verificar que se trata de un minimo analizando el signo de la segunda
derivada de la funcién:

C"(z) =2 > 0 — minimo.

En x = 5, los costes medios de produccién, resultan ser:

C(5) = 5% — 50 + 52 = 27 (miles de ptas.)

Junio 98:

Clierta empresa de material fotogrdfico oferta una mdquina que es ca-
paz de revelar y pasar a papel 15.5 fotografias por minuto. Sin embargo,
sus cualidades se van deteriorando con el tiempo de forma que el nimero
de fotografias por minuto serd funcion de la antigiiedad de la mdquina de
acuerdo a la siguiente expresion ( F(x) representa el numero de fotografias
por minuto cuando la maquina tiene T anos ):

Flz) = 15.5 — 1.1z sz 0<z<5h
Seddd st x>9H

T+2
a) estudiar la continuidad de la funcion F.
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b) comprobar que el nimero de fotografias por minuto decrece con la
antigiiedad de la mdquina. Justificar que si tiene mds de 5 anos revelard
menos de 10 fotografias por minuto.

¢) justificar que por muy vieja que sea la maquina no revelard menos de
5 fotografias por minuto.

Solucién:

Apartado a:

Se trata de una funcién definida a tramos. En el interior de cada uno
de los intervalos la funcién es continua. Bastard con analizar el punto de
unién x = 5.

lim,_,5- F(x) =1lim,_,5- 155 — 1.1z = 15.5 — 5.5 = 10
{ lim, 5+ F(x) = lim, 5+ 2552 = 2 = 10
F(5)=15.5-5.5=10

Como los limites laterales son iguales y, ademés, coinciden con el valor
de la funcién en z = 5, la funcién es continua en ese punto.

Apartado b:

Se trata de comprobar que la funcién es decreciente en todo su dominio:

- En el primer tramo bastara con observar que se trata de una recta de
pendiente negativa.

- Para analizar el segundo tramo, calculamos la derivada de la funcién:

F’(x) _ 5(:c+(2i;(25’;§+45) _ _(xiE;)z siz>5

y observamos que, independientemente del valor que adopte z, la derivada
serd siempre negativa.

Por tanto, el nimero de fotografias por minuto decrecera siempre con la
antigiiedad de la méquina.

Para justificar que si tiene més de 5 afos revelard menos de 10 fotografias
por minuto, bastard con calcular F(5) = 15.5 — 5.5 = 10 y recordar que la
funcién es decreciente.

Apartado c:

Para justificar que nunca revelarda menos de 5 fotografias por minuto,

x+2
presenta una asintota horizontal F'(z) =5

bastard con determinar: lim,_, (&*'4—5> = 5 y constatar que la funcion
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Septiembre 98:

Se ha construido una presa de almacenamiento de agua cuyos costes de
mantenimiento diarios son una funcion de la cantidad de agua que la misma
tiene almacenada. Tales costes (en ptas.) vienen dados por la siguiente
expresion ( C(x) representa el coste si el volumen de agua, en millones de
metros cibicos, es ) :

Cx)=2%+22—-82+73

a) encontrar el volumen diario de agua dptimo que debe mantenerse para
minimizar costes.

b) calcular el coste minimo diario que supone el mantenimiento de la
instalacion. Si un dia la presa tieme almacenados 8 millones de metros
cibicos de agua, scudnto se ha gastado de mds respecto del coste minimo?

Solucién:

Apartado a:

Se trata de encontra un valor de x que haga minima la funcién C(z):

Para ello, derivamos la funcion, la igualamos a cero y determinamos los
puntos criticos.

Clz)=a3+22-8x+73 — C'(z) =322 + 22 — 8

32 + 2z — 8 = 0 cuyas dos soluciones son: {z = -2}, {z =3}

En estos puntos, podemos encontrar un maximo, un minimo o un punto
de inflexion.

Como que en este problema las soluciones negativas no tienen una in-
terpretacion fisica, analizamos tnicamente la solucién z = %. Para ello,
estudiamos el signo de la segunda derivada de la funcién en ese punto:

C"(z) = 6x + 2; C"(3)=8+2=10>0

Como la segunda derivada en el punto es positiva, en & = % tendremos un
minimo. Por tanto, el volumen diario de agua éptimo que debe mantenerse
para minimizar costes es de % millones de metros cibicos.

Apartado b:

C(z) = a® + 2% — 8z 4+ 73; C(3) = 125 = 66.481

El coste minimo diario que supone el mantenimiento de la instalacién,
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viene dado por: C(%) = % = 66. 481 pesetas.

El dia en el que la presa almacene 3 millones de metros ctibicos, el coste
diario de mantenimiento sera: C'(3) = 85;

por ello, se gastardn: 85 — 66.481 = 18.519 ptas. de mas.

120

1001

Junio 99:

Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar
cierta prueba de atletismo en funcion del tiempo de entrenamiento de los
deportistas (x, en dias), obteniéndose que:

300 si 0<2<30
_ x+30 — —
T(SC { %4‘2 st x>30

a) Justificar que la funcion T es continua en todo su dominio.

b) sSe puede afirmar que cudnto mds se entrene un deportista menor
serd el tiempo en realizar la prueba? ; Algin deportista tardard mds de 10
minutos en finalizar la prueba?

¢) Por mucho que se entrene un deportista, sserd capaz de hacer la prueba
en menos de 1 minuto? ;y en menos de 2%.

Solucién:

Apartado a:

Se trata de una funcién definida a tramos. En el interior de cada uno de
ellos la funcién es continua, puesto que los valores que anulan el denomi-
nador se encuntran fuera de cada intervalo; bastard con analizar el punto
de unién z = 30.

{ limw—>30_ T(.’L‘) = hmx_‘go— z?fg() =5
lim, 30+ T(2) = lim, 30+ Gy +2=3+2=5

La funcién existe en z = 30, su valor es T'(30) = 332%0 = 5, y coincide
con el valor de los limites laterales que son iguales. Por ello, la funcién es
continua en todo su dominio.

Apartado b:

Se trata de comprobar que la funcién es decreciente en cada tramo; para
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ello analizaremos el signo de la primera derivada:

- tramo 1: T"(z) = —% — negativa en [0, 30]
(o —1125(2z—20) .
- tramo 2: T"(x) = —5———=7s — negativa en (30, c0)

T (22—202+475)2

Como que la funcién es decreciente, si se puede afirmar que cuanto mas se

entrene el deportista menor serd el tiempo que tarde en realizar la prueba.
_ 300 _ . - .

Como T(0) = o130 — 10 podemos decir que ningtin deportista tar-
dard més de 10 minutos en realizar la prueba; incluso si no entrena nada
en absoluto.

Apartado c:

Para averiguar cudl serd el menor tiempo posible para realizar la prueba,
bastard recordar que la funcién es decreciente y determinar:

. 1125 _

limy, o0 T=5) (2 =15) +2=2

Por lo que ningin deportista podra realizar la prueba en menos de 2
minutos por mucho que se entrene y, por supuesto, tampoco en menos de

1 minuto.

127
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Septiembre 99:

Un individuo ha invertido en acciones de cierta compania durante los l-
timos 10 anos. El valor de su cartera a lo largo del tiempo (dinero invertido
mdas beneficios obtenidos, en miles) viene dado por la siguiente expresion
(z en anos):

F)={ (z-2)>(1—22)+25224+116 si 0<z<10

a) Determinar los intervalos de tiempo en que la cartera crecid y aquellos
en que decrecio.

b) El individuo retira sus ingresos transcurridos 10 anios. §Cudl hubiera
sido el mejor momento para haberlo hecho? ;Cudnto pierde por no haberlo
retirado en el momento optimo?

Solucién:

Apartado a:

Tenemos una funcién polinémica por lo que es continua en todo su do-
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minio. Se trata de determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién. Para ello, bastara con analizar el signo de la primera derivada:
F(z) = (x — 2)2 (1 — 2x) + 2522 + 116 = —223 + 922 + 240z + 120
F'(z) = =622 + 182 + 240 = —6(x +5) (z — 8) =0
F'(z)=0— {x =-5},{z =8}
Como & = —5 no tiene sentido fisico en este problema, analizamos sélo
los intervalos:
- intervalo [0, 8): F'(z) > 0 — F(x) es creciente — la cartera creci6.
- intervalo (8—10]: F'(x) < 0 — F'(x) es decreciente — la cartera decrecio.
Apartado b:
Dado que la funcién es continua, que a la izquierda de = 8 es creciente,
y que a la derecha de & = 8 es decreciente, la funcién debe de presentar un
méximo en x = 8. Podemos verificarlo comprobando el signo de la segunda
derivada en ese punto:
F'(z) = =12z 4 18; F"(8) = —96 + 18 = —78 < 0 — méximo
El mejor momento para retirar su inversiéon hubiera sido a los 8 anos.
Para averiguar la pérdida sufrida, comparamos el valor de la cartera a
los 8 y a los 10 anos, determinando los valores de la funcién en esos puntos:
si F(z) = (z —2)° (1 — 22) + 252z + 116
F(8) = 1592 F(10) = 1420
Luego, habré perdido: 1592 — 1420 = 172 (miles de pesetas).
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Junio 00: ‘

Dada la funcion F(x) = { ;jixQ zz ii} ,
mente a las siguientes cuestiones:

a) sPara qué valores de a la funcion F(x) es continua en © =17

b) Si F(x) es continua cuando x — g entonces no existe limy_,,, F(x)
ses cierto?

Solucién:

Apartado a:

responda razonada-
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Para que una funcién sea continua en un punto es preciso que:
- la funcién exista y esté definida en ese punto:
Fl)=1+1=2
- los limites laterales existan y coincidan con el valor de la funcién:
lim, ;- F(z)=lim, ;- (x+1)=14+1=2
{ lim,_, 1+ F(z) = lim,_ 1+ (3 - cwcz) =3—-al2=3—-q¢
luego, habrd de cumplirse que: 2=3 —a —a =1

)

Septiembre 00:

Determine e identifique los valores dptimos de la funcion f(z) = 3x2e=4%.

Solucién:

Se trata de encontrar maximos y/o minimos en la funcién dada. Para
ello derivamos, igualamos a cero y determinamos los puntos criticos:

f(z) = 3z%e 4 —

[ (@) = 6we™ 1 +32% (—4e™17) = 6ze™ 4 —12z%e 4 = —6ze™1" (—1 + 22)

—6ze 4 (—1+22)=0— {z=0},{z =13}

Comprobamos que se trate de méximos o minimos analizando el signo
de la segunda derivada en cada punto:

f'(z) = 6re 4 — 122274 —

f"(x) = 6™ 4 62 (—de™ %) — 24we™ 4 — 122% (—de™ ") =

= 6e™4 — 48z 4+ 4824

- f”(0) =6 >0 — En x = 0 se presenta un minimo.

- f" (%) = —6e72 <0 — En z = 3 se presenta un méximo.

Los valores 6ptimos de la funcién f(z) = 3z2e~%* serdn:

- £(0) =0 — A(0,0)

() =3~ B (3 3

La representacion grafica de la funcién f(z) = 3z2e~4*

sera:

0.57

03]
f(x)
021

0.17

0.2 04 x 06 0.8 1

Junio 01:
El rendimiento (medido de 0 a 10) de cierto producto en funcion del
tiempo de uso (x en arnos) viene dado por la siguiente expresion:



88 3. Funciones, continuidad, limites y derivadas

flz) =85+ 12, x>0

a) sHay intervalos de tiempo en los que el rendimiento crece? sy en que
decrece? scudles son?

b) sEn qué punto se alcanza el rendimiento mazimo? sCudnto vale?

¢) Por mucho que pase el tiempo, spuede llegar a ser el rendimiento
inferior al que el producto tenia cuando era nuevo?

Solucién:

Apartado a:

Se trata de analizar el crecimiento de la funcién f(z) dada; para ello
analizamos los signos que adopta la primera derivada:

2 2
Flo) =85+ 25 — (o) = LEDLZED _ amser, _ S00)
(1-2?)=0—{z=-1},{z=1}
(700771) (71,1) (1300)
Por tanto: fl(xz) <0 fl(x)>0 fl(x) <0
Decrecimiento | Crecimiento | Decrecimiento

Si consideramos unicamente el intervalo en el que la funcién estd definida

(0,1) (1,00)
z>0:| fl(z)>0 f(z) <0
Crecimiento | Decrecimiento
Apartado b:

Se trata de encontrar un méximo en la funcién anterior. Para ello:

f’(IE):OH%:OH (1—22) =0 {z=—1},

Consideramos tnicamente la solucién {x = 1} que se encuentra dentro
del dominio de definicién de la funcién.

Teniendo en cuenta el andlisis del crecimiento desarrollado en el apartado
anterior, podemos afirmar que, en x = 1, la funcién presenta un méximo.
Su valor sera:

flz) =85+ 125 — f(1) =85+ 5z = 10

Apartado c:

El rendimiento que el producto tenia cuando era nuevo viene dado por
el valor que adopta la funcién en x = 0:

flx) =85+ 3% — f(0) =85+ %z =8.5

El rendimiento crece hasta alcanzar el valor méximo de 10 al cabo de 1
ano. A partir de ese momento, la funcién es decreciente; la tendencia sera:

lim, oo f(2) = limg 00 8.5+ % =8.5

La funcién presenta una asintota horizontal f(z) = 8.5. Por ello, el
rendimiento no podrd ser inferior a ese valor.

La representacion gréfica de la funcién f(z) = 8.5 +

3z

Tra? sera.:
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Septiembre 01:

La cotizacion en pesetas de cierta moneda en los iltimos 5 anos y medio
se ajusta bastante bien a la siguiente funcion (C(t) indica la cotizacion en
el tiempo t medido en arios):

C(t)=(—t>+1)(t—9) — 16t + 59 0<t<55

a) Encuentra el intervalo o intervalos de tiempo en que la cotizacion
crecid, y aquél o aquéllos en que decrecid.

b) ;En qué momentos hubo una cotizacion mds baja y mds alta? cudles
fueron esas cotizaciones?

¢) s Tiene la funcion C(t) algin punto de inflexion? Esboza un dibujo de
dicha funcion.

Solucién:

Apartado a:

Se trata de analizar el crecimiento de la funcién C(t) dada; para ello
analizamos los signos que adopta la primera derivada:

C(t) = (—t*+1) (t —9) — 16t + 59 = —t> + 9¢* — 15¢ + 50 —

— C'(t) = =3t + 18t — 15

(73t2+18t715) =0—-{t=1},{t=5}

(_OO’1> (1a5) (57 OO)
Por tanto: C'(t) <0 C'(t) >0 C'(t) <0
Decrecimiento | Crecimiento | Decrecimiento
Si consideramos tinicamente el intervalo en el que la funcién estd definida
(0,1) (1,5) (5,5.5)
0<t<5.5: C'(t) <0 C'(t) >0 C'(t) <0
Decrecimiento | Crecimiento | Decrecimiento
Apartado b:

Se trata de encontrar un méximo y un minimo en la funcién anterior.

Para ello:

C't)=0—-{t=1},{t =5}

Comprobamos que se trate de méximos o minimos analizando el signo
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de la segunda derivada en cada punto:
C"(t) = -6t + 18
-C"(1)=12>0— En z = 1 se presenta un minimo.

- C"(5) = =12 < 0 — En x = 5 se presenta un maximo.
Los valores méximo y minimo de la funcién C(t) = —t3 + 9t — 15t + 50
serdn:

-C(1)==149—-15+50 =43 — A(1,43)

- C(5) =—1254225 - 754+ 50 =75 — B (5,75)

Apartado c:

La funcién C(t) es polinémica, por tanto, continua en todo su dominio.
Al presentar un minimo en ¢ = 1 y un méximo en ¢t = 5, tiene que presen-
tar, forzosamente, un punto de inflexién entre ambos. Para determinarlo,
igualamos a 0 la segunda derivada:

C"(t)=-6t+18=0— {t =3}

La representacion grifica de la funcién C(t) = —t3 + 9t% — 15¢ + 50 sera:

807
6{

C®

207

Junio 02:

El porcentaje de ocupacion de una cafeteria entre las 13 y las 21 horas se
explica bastante bien por la siguiente funcién ( P(x) representa el porcentaje
de ocupacion a las x horas).

P(z) = (2% = 55z) (z + 1) + 10152 — 5542 13 <z <21

a) Indica los intervalos de tiempo en que la ocupacion crece y aquellos
en que decrece.

b) Dibuja la funcion. ;Cudndo se alcanza el porcentaje de ocupacidn mds
alto? sy el mds bajo? ;cudnto valen?

¢) sLa funcion tiene algin mdximo o minimo relativo que no sea abso-
luto?

Solucién:

Apartado a:

Se trata de analizar el crecimiento de la funcién P (z) dada; para ello
analizamos los signos que adopta la primera derivada:
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P (z) = (2* = 55z) (z + 1) + 10152 — 5542 = x> — 54a? + 960z — 5542
P’ (z) = 32% — 108z + 960
P'(r) =0 — 322 — 1082 + 960 = 0 — {x = 16}, {z = 20}
(—o0, 16) (16, 20) (20, 00)
Por tanto:| P’ (z) >0 P'(z)<0 P (z)>0
Crecimiento | Decrecimiento | Crecimiento
Si consideramos unicamente el intervalo en el que la funcién estéd definida
(13,16) (16, 20) (20,21)
13<z<21:| P'(z)>0 P (z) <0 P’ (z) >0
Crecimiento | Decrecimiento | Crecimiento
Apartado b:

Se trata de una funcién polinémica, por tanto continua en todo su do-
minio, que presenta un méximo en x = 16 y un minimo en x = 20. Deter-
minamos el valor que adopta la funcién P (z) en esos puntos:

P(x)

P (16) = 90 — méximo en A (16, 90)
P (20) = 58 — minimo en B (20, 58)
Ademas, sabemos que la funcién corta al eje de ordenadas en —5542,

puesto que P (0)

= —5542.

La representacion gréifica de la funcién
P (z) = (2% — 55z) (z + 1) + 1015z — 5542 serd:

(22 — 552) ( + 1) + 1015z — 5542

5 10 Xx 15
L L I e s e = 100 1
0
8071
-2000 1
607
P(x) P(x)
0
-4000 1
207
012
Apartado c:

No, puesto que la derivada es una funcién polinémica de grado 2, que
Unicamente puede presentar, como méximo, dos raices: el méximo y el
minimo absolutos que hemos encontrado.

Septiembre 02:
Segiin cierta teoria médica el peligro de un virus se mide en funcion del
tiempo que lleva en el organismo mediante la siguiente expresion (P (t) es
el peligro para un tiempo de t minutos)

P(t) =

t2
50t—62.5
0.5t+5

{

0<t<5

t>5

a) Estudia la continuidad del peligro como funcion del tiempo.
b) El peligro del virus screce a medida que permanece mds tiempo en el
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organismo?

¢) Por mucho tiempo que lleve en el organismo, jpuede superar el virus
una peligrosidad de 95?2 ;y de 1007

Solucién:

Apartado a:

Se trata de una funcién definida a tramos.

En el interior del primer intervalo, la funcién es continua; es una parabola.

En el interior del segundo intervalo, la funcién también lo es, puesto que
el valor que anularia el denominador 0.5¢4+5 = 0 — {t = —10} se encuentra
fuera del intervalo.

Bastard con analizar el punto de unién t = 5.

Para que una funcién sea continua en un punto es preciso que:

- la funcién exista y esté definida en ese punto: P(5) = 5% = 25

- los limites laterales existan y coincidan con el valor de la funcién:
lim,_5- P(t) = lim,_5- 52 = 25
{ limy_5+ P(t) = lim,_5+ 53552 = 25

Por tanto la funcién es continua en todo su dominio.

Apartado b:

Se trata de analizar el crecimiento de la funcién.

En el intervalo 0 < ¢t < 5 la funcién es continua y pasa de adoptar el
valor 0 al valor 25.

Para analizar el crecimiento en el intervalo ¢ > 5, analizamos el signo de
la primera derivada.

P(t) = 58;?55 = 1O?i_1(1)25 — P'(t) = % > 0 — Creciente.

Por lo tanto, el peligro del virus crece a medida que permanece mé&s
tiempo en el organismo.

Apartado c:

Se trata de determinar la tendencia de la funcién cuando ¢ — oo

limy o0 P(t) = limy o 182328 = 100 — 100

Por tanto el virus puede llegar a superar la peligrosidad de 95, pero no
llegara a alcanzar una peligrosidad de 100. La funcién presenta una asintota

horizontal P (¢) = 100

. . t2 0<t<5h
La representacion grafica de la funcién P (t) = { 50t—62.5
0.5+5
sera:
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100
807]

607

20

Junio 03:

El peso que una plancha de cierto material es capaz de soportar depende
de la edad de la misma segin la siguiente funcion (el peso P en toneladas;
t representa la edad en anos de la plancha):

50—t2 0<t<3

PW:{ 56— 2% >3

a) sEs el peso una funcion continua con la edad? Segin vaya pasando el
tiempo sla plancha cada vez aguantard menos peso?
b) Dicen que por mucho tiempo que transcurra, la plancha siempre aguan-
tard mas de 40 toneladas. ;FEstds de acuerdo?
¢) Esboza un dibujo de la grifica de P(t) cuidando la concavidad y con-
vexidad de la funcidn.
Solucién:
Apartado a:
En el interior del primer intervalo [0,3] la funcién es continua; se trata
de una pardbola.
En el interior del segundo intervalo (3,00) también lo es, puesto que el
valor de ¢t que anula el denominador.
t+1=0, es decir, {t = —1} queda fuera del intervalo.
Bastard con analizar lo que sucede en el punto de unién ¢t = 3
lim,_,3- P(t) = lim;_3- 50 — > = 50 — 9 = 41
{ limg_g+ P(t) = lim, 3+ 56 — 2% = 56 — § = 41
Como que los limites laterales son iguales y su valor coincide con el de
la funcién en ese punto, la funcién es continua en t = 3.
Ademas, la funcién es decreciente en todo su dominio de definicién:
[0,3] : P(t)=-2t<0
{ (3,00) : P'(t)= —% <0
Por lo que aguantard cada vez menos peso segiin vaya pasando el tiempo.
Apartado b:
Se trata de determinar el valor de lim;_, o P(t) :
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limy o P(t) = limy o 56 — 2% = 56 — 20 = 36

La funcién presenta una asintota horizontal P(t) = 36, por lo que la
plancha siempre aguantard més de 36 toneladas aunque no més de 40.

Apartado c:

La concavidad o convexidad de una funcién viene dada por el signo de
su segunda derivada:

[0, 3] : P'(t)=-2
{ (3,00) : P'(t) = ﬁ
Por tanto se producird un cambio de concavidad en el punto de unién

{t=13)

30
P(t)
207

101

Septiembre 03:

La grifica de la velocidad de un autobis en los 6 minutos previos a un
accidente quedd recogida en el tacometro, y se ajusta bastante bien a la
siguiente funcion. V (t) es la velocidad en el tiempo t (t en minutos, de 0
a 6):

V(t) = 24t — 15¢% + 23 + 100 0<t<6

a) Especifica los intervalos de tiempo en los que la velocidad aumentd y
aquellos en que disminuyd.

b) Dibuja la grifica de la velocidad, especificando, si los hay, los puntos
de inflexion. ;En qué momentos se alcanza la mayor y menor velocidad?

¢) Especifica (si los hay) los maximos y minimos relativos y absolutos.

Solucién:

Apartado a:

Una funcién polinémica es continua en todo su dominio; se trata de
analizar el crecimiento de la funcién:

V(t) =24t — 15t + 263 + 100 — V'(t) = 612 — 30t +24 =6 (t — 1) (t — 4)

Vit)=0—-6(t—1)(t—4)=0—{t=1},{t =4}

(0,1) (1,4) (4,6)
Por tanto: | V'(¢) >0 V'(t) <0 V'(t) >0
Crecimiento | Decrecimiento | Crecimiento
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Apartados b y c:

Los puntos de inflexién se presentardn al anularse la segunda derivada:

V(t) = 24t —15t2+2t3+100 — V' (t) = 6t2—30t+24 — V" (t) = 12t—30

V'(t)=0—-12t-30=0— {t =3}

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién podemos decir que en
t = 1 presenta un maximo y en ¢t = 4 un minimo relativos, asi como que en
t= % presenta un punto de inflexion:

140
120
100
fo
01
0]
20
1% 1 2 a4 5 o6 7
V()=111 — M(1,111)
V(t) =24t — 152 4263 4100 —» § V(4) =84 — m(4,84)
o V) =12 — 1(3.%)
. | V(0) =100
Ademids, sabemos que: { V(6) = 136

La menor velocidad se presenta en t = 4 y es 84, mientras que la mayor
velocidad se presenta en t = 6 y es 136. Se corresponden con el minimo y
méximo absolutos.

Junio 04:

El servicio de traumatologia de un hospital va a implantar un nuevo
sistema que pretende reducir a corto plazo las listas de espera. Se prevé
que a partir de ahora la siguiente funcidon indicard en cada momento (1, en
meses) el porcentaje de pacientes que podrd sere operado sin necesidad de
entrar en lista de espera:

2 —8+50 si 0<t<10
P (t)_{ 8100 si t>10

a) s A partir de qué momento crecerd este porcentaje? Por mucho tiempo
que pase ja qué porcentaje no se llegard nunca?

b) Haz un esbozo de la grifica de la funcion P a lo largo del tiempo:

Solucién:

Apartado a:

Antes de analizar el crecimiento de la funcién, estudiemos su continuidad:

Se trata de una funcién definida a tramos. En el interior del primero
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la funcién es continua, puesto que se trata de una parabola; en el interior
del segundo también lo es, puesto que el valor que anula el denominador
(z = 0) se encuentra fuera del intervalo de definicién. Bastard, por tanto,

con analizar el punto de unién ¢ = 10.
lim, 19— P(t) = lim,_ - t* — 8t + 50 = 100 — 80 + 50 = 70
{ hmt—>10+ P(t) — limt—>10+ 386;&00 _ 3802100 =70
La funcién existe en ¢ = 10, su valor es P(10) = 100 — 80 + 50 = 70,
y coincide con el valor de los limites laterales que son iguales. Por ello, la
funcién es continua en todo su dominio.

Se trata, ahora, de de estudiar el creciemiento de la funcién:

- tramo 1: ¢t = ;—;’ = % =4 — como a > 0 se presenta un minimo en
PR decreciente en: [0, 4)

B creciente en: (4,10]

- tramo 2: P'(t) = 38'0'4“83?%;100)'0'4 = 200 > 0 para t > 10 —

creciente en (10, 00)

Analicemos ahora si la funcién presenta alguna asintota horizontal:

limy oo P(t) = limy o 38100 = 95

Visto todo lo anterior, podemos asegurar que el porcentaje de operados
sin entrar en lista de espera crecerd indefinidamente a partir de mes t = 4,
pero que nunca llegaré a superar el 95%.

Apartado b:

1007
80
60

PO

20

5 10 ¢ 15 20 25

Septiembre 04:

Una cadena de television ha presentado un nuevo progama para la franja
de las 11 a las 15 horas. El share o porcentaje de audiencia de la primera
emisidn vino dado por la siguiente funcidn, donde S(t) representa el share
en el tiempo t, en horas. Para que el programa siga emitiéndose el share
ha tenido que alcanzar, en algin momento el 30%

S(t) = —t3 4+ 36t —420t + 1596 11 <t <15

a) Indica cudndo crecid el share y cudndo decrecid ;El programa seguird
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emitiéndose?

b) Dibuja la grdfica del share.

Solucién:

Apartado a:

Antes de analizar el crecimiento de la funcién, estudiemos su continuidad:
se trata de una funcién continua en todo su dominio por tratarse de una
funcién polinémica.

Para estudir el crecimiento de la funcién, analizamos el signo de la
primera derivada:

S(t) = —t3436t2—420t+1596 — S'(t) = —3t24+72t—420 = -3 (¢t — 10) (t — 14)

S'(t)=0— {t=10},{t =14}

en: (—00,10) S'(t) <0 la funcién es decreciente
en: (10,14)  S’(¢) > 0 la funcién es creciente
en: (14,00)  S’(t) <0 la funcién es decreciente

Visto lo anterior, la funcién presenta un minimo en: S(10) = —4 —
A(10,—4)

Visto lo anterior, la funcién presenta un méximo en: S(14) = 28 —
B(14,28)

Por lo tanto, al no haber alcanzado el 30% de share, el programa no
seguird emitiéndose.
Apartado b:
S(t) = —t3 + 36t% — 420t + 1596
40+
307

S(t) 207

107

-10-

3.2 Problemas propuestos

B3-01:
Calcula el valor que debe de tener k para que cada una de las siguientes
funciones sea continua:
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z4+1 si <2 z+k si x<0
a)f(m):{k:c St IE;Q b)g(x):{x21 St m;()
B3-02:
Determina el valor de k para que cada una de las siguientes funciones
sea continua: o

zt—1 - -
_ ) i st x#l b _ — st ox<l1
@) f(@) { k st x=1 ) 9(@) k st x>1
B3-03:

En la funcion f(z) = ax* + bx? + ¢ , determina los valores que han de
tener a,b, c, para que la funcion tenga un mdximo en (0,4) y un punto de
inflexion para x = 1.

B3-04:

Hallar los coeficientes a, b, ¢, d, en la funcion: f(x) = ax3+bx?+cx+d,
sabiendo que la ecuacion de la tangente a la curva en el punto de inflexion
(1,0) es y = =3x+ 3, y que la funcidn tiene un extremo relativo en x = 0.

B3-05:

Un rectdngulo mide 8 dm. de largo y 4 dm. de ancho. De cada esquina
se recorta un cuadrado de lado x con el fin de hacer una caja sin tapa. Se
pide: a) Calcule el volumen de la caja en funcion de x. b) Halle x para que

el volumen sea mdximo. ¢) Halle dicho volumen mdzimo.

B3-06:

Una empresa que fabrica un determinado producto ha determinado que
el beneficio que obtiene al fabricar x unidades del mismo viene dado por la
funcion: f(x) = *9—“62 + 130z _ 1800 (f(x) en miles de euros).

a) Representar grificamente dicha funcion.

b) ¢ Cudntas unidades hay que fabricar para que no se produzcan pérdi-
das?

¢) 5Cudl es el mayor beneficio posible? ;Cudntas unidades deben fabri-
carse para obtenerlo?

B3-07:

Una tienda de juguetes ha comprobado que el nimero de compradores de
un cierto juego depende del precio del mismo, sequn la funcion:

n(p) = 2000 — 8p, donde n(p) es el nimero de compradores cuando p es
el precio del juego. Obtener:

a) La funcion que expresa los ingresos diarios (I) de esta empresa en
funcion del precio del juego (p).

b) El precio del juego que hace mdzximos dichos ingresos.

¢) s A cudnto ascenderdn dichos ingresos mdazimos? Justifica la respuesta.

d) ;Qué sucederd si la tienda tiene "muchisimos” compradores.

B3-08:

El niimero de socios de una cierta ONG viene dado por la funcion

n(z) = 223 — 152% + 242 + 26 ddnde z indica el mimero de arios desde
su fundacion. Calcula:
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a) representa grdficamente esa funcion.

b) el nimero de socios iniciales en el momento fundacional.

¢) en que ano ha habido el menor nimero de socios. jcudntos fueron?

d) el cuarto ario se produjo un cambio en la junta directiva; ginfluyé en
el nimero de socios?

B3-09:

Sea la funcién: h(z) = 223 + bz? + ax — 5.

a) Halla los valores de a y b de forma que h(z) tenga un mdzimo en
r =1y un minimo en x = 2.

B3-10:

Se ha encontrado que el nimero de litros de agua que necesita semanal-
mente un determinado cultivo, desde el momento en que se planta (t = 0)
hasta el momento en que se seca (t = 4), viene dado por la expresion:
f(t) = vV —=2t2 + 8¢; (t = anos). Determina:

a) en qué momento el cultivo requiere V6 litros de agua semanales.

b) en qué momento las necesidades de agua del cultivo serén mazimas,
y cudl serd su valor.

B3-11:

El nimero de personas, en miles, afectadas por una enfermedad infec-
ciosa, viene dado por la funcion: f(t) = @%, donde t es el tiempo
transcurrido en dias desde que se inicid el contagio.

a) ;Cudl es la tasa de cambio de nimero de personas afectadas corre-
spondientes al cuarto dia?

b) sEn qué dia se tiene el maximo nimero de enfermos? ;Cudntos son
éstos?

¢) sSerta correcto afirmar que la enfermedad se ird extinguiendo con el
transcurso del tiempo? Justificalo razonadamente.

B3-12:

a) Enunciar la regla de Barrow y comentar su aplicacion.

b) Aplicarla para calcular fil e2*dx

¢) Determinar el drea comprendida entre las curvas y = e**, y = e=27,
el eje OX, y los valores de abscisa x =1, v = —1.
B3-13:

Sea una funcion f; sabemos que la representacion grifica de su derivada
es una recta que pasa por los puntos (0,2) y (2,0). Sea otra funcion g;
sabemos que la representacion grifica de su derivada es una pardbola que
corta al eje OX en (0,0) y (4,0) y tiene por vértice (2,1). Utilizando las
grificas de tales derivadas:

a) estudia el crecimiento y decrecimiento de f y g.

b) determina, si existen, maximos y minimos de f y g .

B3-14:

En un centro de entrenamiento de deportistas de alta competicion han
determinado que el rendimiento de uno de ellos (en %) frente a un deter-
minado tiempo t de esfuerzo muscular, viene dado por la siguiente funcion:
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—t(t—20) si 0<t<15

R(t)= 75 st 15 <t <30

100—- 2t si  30<t

a) Representa dicha funcion.

b) sen qué momento alcanza el deportista su mdximo rendimiento?

¢) scudl serd el rendimiento del deportista a los 60 minutos de comenzar
el entrenamiento?

d) squé se puede decir del rendimiento del deportista si el entrenamiento
se prolonga indefinidamente?. Justifica todas las respuestas.

B3-15:

> +2x+1 si x<-—1
Sea la funcion: f(x) =< 2x+2 si —1<x<2 , se pide:
—x? 48  si x>2

a) Estudia su continuidad y derivabilidad.

b) Represéntala grificamente y, a la vista de su grdfica, determina sus
mdximos y minimos, asi como el crecimiento y decrecimiento.

B3-16:

Una empresa ha estimado que los ingresos y los gastos anuales (en pe-
setas) que genera la fabricacion y venta de x unidades de un determinado
producto, vienen dados por las funciones:

I(z) = 2822 + 36000

{ G(z) = 4422 + 12000z + 700000

Determina, justificando las respuestas:

a) la funcion que define el beneficio anual.

b) el numero de unidades que hay que vender para que el beneficio sea
mdzimo.

¢) el valor de dicho beneficio mdximo.

d) squé sucederia con las funciones de ingresos, gastos y beneficios si la
produccion alcanzara una "infinidad” de unidades?

B3-17: ,

Sea la funcion f(x) = $~. Determinar:

a) su dominio de definicion.

b) sus asintotas.

¢) mdzximos y minimos.

d) intervalos de crecimiento y decrecimiento.

e) drea encerrada por la curva, la asintota correspondiente, y las rectas
xz = k,x = 2k, siendo k el punto en el que la funcidn tiene un mdzximo
relativo.

B3-18:

Deseamos compar 18 ordenadores y en el mercado hay de dos tipos.
Sabemos que el beneficio que podemos obtener de su uso viene dado por
el producto del nimero de ordenadores de un tipo que se compra por el
cuadrado del nimero de ordenadores del otro tipo que se adquiere. Deter-
mina el nimero de ordenadores de cada tipo que debemos comprar para que
el beneficio sea maximo.
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B3-19:

Considera la funcion: y = ;f

Determina para qué valores del pardmetro a la funcidn es creciente en el
punto de abscisa x = 1.

B3-20:

a) Indica si puede haber dos funciones con la misma derivada. En caso
afirmativo pon un ejemplo.

b) Determina la funcion f(x) sabiendo que su grifica pasa por el punto
(2,4) y que su derivada es f'(z) = 2 + 2z

B3-21:

Dada la funcion f(z) = 2 — %x?’, calcular los puntos de corte con los
ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento, intervalos de concavidad y
convezidad, asintotas. Representar grificamente f(x).

B3-22:

Los economistas de una empresa han determinado que, para un periodo
de tiempo fijo, la funcion de coste de almacenamiento de un cierto mate-
rial, depende de las toneladas del mismo. Ast: C(x) = 50 (50 + 6z + %),
representa el coste en euros, siendo x las toneladas de material.

a) ;Qué cantidad de materiales hace que el coste sea minimo?

b) sCudles son las asintotas de esta funcion?

¢) Representar dicha funcion para los valores de x > 0

B3-23:

Los beneficios totales que se obtienen al vender cierto producto, dependen
del precio de venta del mismo, pues éste condiciona el nimero de unidades
que se venderdn. Se ha determinado que, si el precio al que vende cada
articulo es x euros, sus beneficios vendrdan dados por la formula:

B(z) = 12x — 222 — 12, en miles de euros por dia.

a) Representa la funcion precio-beneficio. Indica a qué precios podria
venderse el articulo sin sufrir pérdidas.

b) sA qué precio se obtiene la ganancia maxima? ;A cudnto asciende?

B3-24:

Sea la funcion: f(x) =3z —x

a) esboza su grifica a partir del mdzimo, del minimo y del punto de
inflexion.

b) halla el drea de la region finita que dicha funcion delimita con el eje
de abscisas x.

B3-25:

En una ciudad se declara una enfermedad contagiosa. El nimero de en-
fermos a lo largo del pasado mes de enero ha venido dado por la funcion
y(t) = 100 + 200e%%, dénde t representa el mimero de dias transcurridos
a partir del 1 de enero.

a) ;Cudntos enfermos habia el citado 1 de enero?

b) Calcula la expresion algebraica de la funcidn que representa la veloci-
dad de evolucion del nimero de enfermos al cabo de t dias.

3
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¢) Determina la fecha en la cual la velocidad de evolucién del nimero de
enfermos ha sido igual a 295.56 enfermos/dia.



4

Integrales

4.1 Problemas PAU

Septiembre 94:
Sea f(x) una funcion continua en el intervalo [a,b)].
a) Explicar el enunciado de la regla de Barrow y su aplicacion.
b) Sea f(x) = 3x? — 6x, justificar cudl de las siguientes funciones:

U(z) = 323 + 322 V(z) = 23 — 322 es primitiva de la anterior.
c¢) Calcular f04 (32% — 62) da

Solucién:

Apartado a:

La regla de Barrow nos dice que si f(x) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y F(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

I f@) = [F(2)]) = F(b) - F(a)

Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

Apartado b:

F(z) = [ f(z)dz = [ (32 — 6z) dz = %3 —6%—1—0:%3—3202-1-0

Como dos funciones primitivas de una funcién dada uinicamente pueden
diferir en una constante, encontramos que sélo V (z) = x® — 322 puede ser
primitiva de f(x)

Apartado c:

Aplicando la regla de Barrow, tendremos que:

Jo (322 — 62) dx = [2® — 32%], =16 — 0 = 16

Junio 95:
a) Enunciar la regla de Barrow y comentar su aplicacion.
b) Sea la funcién F(z) = z* + ax® + bx. Calcular a y b, sabiendo que:
1) el punto (1,2) pertenece a la grifica de F(x);
2) F(x) es funcion primitiva de cierta funcion f(x) cuya integral
en el intervalo [1,2] es igual a 10.
Solucién:
Apartado a:
La regla de Barrow nos dice que si f(x) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y F'(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

J2 f(z) = [F(x)]) = F(b) — F(a)
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Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

Apartado b:

- Como el punto (1,2) pertenece a la funcién F(z) = 2* + az® + bx

F(1)=2—>2—1+a+b—>a+b:1

.Como [ f(z)dz = [F(z)]? = F(2) — F(1) = 10

(2*+a- 23+b 2) - (1*+a-134+b-1) =10
16+8a+2b—1—a—-b=10—T7a+b= -5

etb=1 tendremos: {a = —1,b =2}

Resolviendo el sistema: { Tat+bh— 5 °

Septiembre 95:

a) Explicar el concepto de funcion primitiva.

b) Sea f(x) = > — 222 + 8, justificar si es primitiva de alguna de las
stguientes funciones

g(z) =e** —4x+8 h(z) = 2€** — 4x

¢) Enunciar la regla de Barrow y aplicarla para calcular: fol (262“" - 4m) dx

Solucién:

Apartado a:

Sean f(z)y F(z) dos funciones reales definidas en un mismo dominio. La
funcién F'(x) es una funcién primitiva de f(z) si F(z) tiene por derivada
a f(z). Es decir:

F(z) es primitiva de f(x) = F'(z) = f(x)

Apartado b:
Para que f(x) sea primitiva de g(x) es necesario que: f'(z) =g
Para que f(x) sea primitiva de h(z) es necesario que: f'(x) = h(z)

Comprobémoslo:

fr(z) = 2e*® — 4z = h(z)

Por tanto, f(z) es una primitiva de h(x).

Apartado c:

La regla de Barrow nos dice que si f(x) es una funcién continua en el

intervalo cerrado [a,b] y F(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

2 f(z) = [F(z)]) = F(b) — F(a)

Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F'(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

f01(262x74l’)dl‘—[ — 222 +8] =e2-3

Junio 96:
Dada la funcion: f(z) = (x+ 1) (3z —2)
a) Calcular una primitiva de f(x)
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b) Justificar que la funcion: F(z) = 23 +22% +2 no es primitiva de f(z)

¢) Enunciar la regla de Barrow y calcular: fol (x+1) 3z —2)dx

Solucién:

Apartado a:

f@)=(x+1)Bx—2)=3z2+2 -2

[f@)de = [ (32® + 2 —2)de =2®+ 32® =22+ C

Apartado b:

El conjunto de primitivas de la funcién dada ha de ser de la forma:
P+ i? -2+ C

La funcién F(z) = 2® 4222 +2 no puede ser una primitiva de f(x) puesto
que tiene un coeficiente diferente para el término en z2 y no tiene término
en x.

Apartado c:

La regla de Barrow nos dice que si f(x) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y F(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

2 f(z) = [F(x)]) = F(b) - F(a)

Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

fol (x4+1) Bz —2)dz = fol (32% +x —2) dx = [23 + $27 — 233](1] =

=(1+3-2)- 0=}

Junio 96-R:

a) ;Qué se entiende por funcion primitiva?

b) Sea f(z) = 22* — 2 + 2. Deducir razonadamente si es primitiva de
alguna de las siguientes funciones:

g(z) = 82 — 3z%; h(z) = 423 + 32% + 2

¢) Enunciar la regla de Barrow y calcular: f02 (83:3 — 33:2) dx

Solucién:

Apartado a:

Sean f(z)y F(x) dos funciones reales definidas en un mismo dominio. La
funcién F(z) es una funcién primitiva de f(z) si F(z) tiene por derivada
a f(x). Es decir:

F(z) es primitiva de f(x) & F'(z) = f(x)

Apartado b:

- f(z) es una primitiva de g(x), puesto que f'(z) = g(x)

- f(z) no es una primitiva de g(z), puesto que f'(x) # g(x)

Apartado c:

La regla de Barrow nos dice que si f(x) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y F(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

J2 f(z) = [F(x)]) = F(b) — F(a)
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Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

2
f02 (823 — 32?) dx = [ %4 73%}0 = [2m47m3}§:
=(2-2-2%)—-(0)=24

Junio 97:
a) Enunciar la regla de Barrow.
b) Dada la funcion: f(x) = az® + bx + ¢, calcular los valores de a, b y
¢, sabiendo que:
1) F(x) = 2* — 22% + cx es una primitiva de f(x).
2) la integral de f(x) en el intervalo [0,1] es igual a 1.
Solucién:
Apartado a:
La regla de Barrow nos dice que si f(x) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y F(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

I f@) = [F(2)] = F(b) — F(a)

Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

Apartado b:

Como que: F(x) = 2* — 222 + cz es una primitiva de f(x), tendremos
que: F'(x) = f(x); es decir:

42 —dz+c=ar* + bz +c— {a=4;b=—4}

Como que: la integral de f(z) en el intervalo [0,1] es igual a 1, tendremos
que: F(1) - F(0) = 1; es decir:

(1*=2-124¢-1) = (0*=2-0°+¢c-0) =1 — {c=2}

Septiembre 97:

Dada la funcion: f(z) =23+ %

a) Calcular una primitiva de f(x)

b) Enunciar la regla de Barrow y aplicarla para obtener la integral de
f(z) en el intervalo [1,2]

Solucién:

Apartado a:

Calcular una primitiva de f(x) consiste en determinar:

[f@)de= [ (2% + F)de = [23de + [ Zdo = j2* —

siendo K una constante cualquiera; por ejemplo, si k=5:

Apartado b:

La regla de Barrow nos dice que si f(z) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y F(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

J2 f(z) = [F(x)]) = F(b) - F(a)
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Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

S f@)dr = JF (@0 + &) de = [$at - 27 = 2

Junio 98:

Dada la funcion: f(x) = x4 25, donde a es una constante, se pide:

a) Encontrar una primitiva de f.

b) Si F es una primitiva de f, ;puede serlo también G(z) = F(x)+2x?

¢) Encontrar a sabiendo que: ff f(z)de =15

Solucién:

Apartado a:

Para encontrar una primitiva de f(z), determinaremos:

ff(x)dx:f(x—l—m%)d:r:fxdx—i—fz%dx:”‘2—2—#+K

Cualquier funcién de la forma anterior, siendo K una constante, serd
primitiva de f(x). Por ejemplo: % — 5z +3

Apartado b:

Si F'es una primitiva de f, entonces G(z) = F(x)+2z no puede serlo. Dos
primitivas de una funcién dada inicamente pueden diferir en una constante.
H(x) = F(z) 4+ 2, en cambio, si que lo serfa.

Apartado c:

Sabemos que: ff f(z)dz = 1,5. Es decir: ff (z+ %) dz=1,5.

Por tanto:

22 a 2 22 a 12 a
[?—21—-2]121,5*(7‘@)—(7—m)=1a5—’{a=0}

Septiembre 98:
Dada la funcion: f(z) = 4e** + a, donde a es una constante, se pide:
a) Justificar si las siguientes funciones son o no primitivas de f:
Fi(z) = 4e* + ax Fy(z) = e** + ax
b) Encontrar a, sabiendo que: fol f(z)dz =e¢
Solucién:
Apartado a:
Determinar una primitiva de f(x) significa calcular:
[ f(@)dz = [ (4 + a) dz = [4e**dz + [adz = €' + ax + K
Como las distintas primitivas de una funcién dada dnicamente pueden
diferir en una constante, constatamos que: Fj(z) no puede ser primitiva de
f(x), mientras que Fy(z) si que lo es.
Apartado b:
Sabemos que: fol f(z)dz =e
Por lo tanto:
fol (4e** + a) dx = [e* + aaz}; =(e*+a)—("40) =
=et+a-1=e*—{a=1}

4

4
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Junio 99:
Dada la funcion: f(z) = aes + 25 (z #0), donde a es una constante:
a) Calcular fl x)dr en funczon de a.
b) Se sabe que F es una primitiva de f. Calcular a si F(1) = 0 y
F(2)=3.
Solucién:
Apartado a:
[ f(@)dz = [ (ae’ + %) dz = [aeSdx+
f1 dm—[3a~e%—%]?:(3a ed —
=3a-e3 —3a-e%+%:3a(e§ — )4_%
Apartado b:
Por ser F'(z) una primitiva de f(z), tendremos que: F(z) = 3a-e3—1+K
-si F(1) =0: 3a- e%—T—i—K—O Ba-ed —1+K=0) _
-8 F(2) = 4 3a- ef—14+K=1 3a-e3-1+K=0
—3a-e3 =3a-e3 — {a=0}

27

Septiembre 99:

Dada la funcion: f(x) = xe?:

a) Calcular una primztwa de f.

b) Calcular fo z)dx.

c) St F y G son przmztz’vas de f, y H=F — G, ses posible que la
derivada de H sea la funcion x2?

Solucién:

Apartado a:

Calcular una primitiva de f(z) significa calcular:

[ f(z)dz = [zedx

Para resolver dicha integral es necesario recurrir al método de integracion

por partes:
Judv =uv — [vdu
Efectuamos los siguientes cambios de variable:
U=z — du=dx
dv=e2dr — v=[eidr=2e%

Aplicamos la férmula de integracién por partes:

[xetdr =1z -2e% — [2e%dr =2xe? —4de? +k

Cualquier valor real de k nos proporciona una primitiva; por ejemplo:
2res —4e3 +5

Apartado b:
2 z z12 2 2
(4]0 ];(a;)dx(oz ZEme;—élez]o = (2 - 2e? —462) —(2-0-€"—4e%) =
e—4e)—(0—4) =
Apartado c:

Si F'y G son dos primitivas de f, entonces tinicamente difieren en una
constante.
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La funcién H = F' — G serd también, por tanto, una constante.
Como la derivada de una funcién constante es cero, resulta imposible que

la derivada de H sea la funcién z2.

Junio 00:

Enuncie la regla de Barrow y apliquela a la funcién f(z) =€® (z + 1) en
el intervalo [0,1].

Solucién:

La regla de Barrow nos dice que si f(x) es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a,b] y F(z) es una primitiva de f(z), se verifica que:

I f@) = [F(2)] = F(b) - F(a)

Es decir, ”la integral definida de una funcién f(z) en el intervalo [a, b]
es igual al valor que toma una primitiva F'(z) en el punto b, menos el que
toma en el punto a”.

Ast: [ f(z)dz = [e” (z +1)dx

Para resolver dicha integral es necesario recurrir al método de integracién
por partes:

Judv =uwv — [vdu

Efectuamos los siguientes cambios de variable:

u=(x+1) — du=dx
dv=¢der — v=[c"dr=e¢"

Aplicamos la férmula de integracién por partes:

Je®(z+1)de=(xz+1)- e — [e*dz=(x+1)-e"—e*+C =

=ze*+e* —e"+C =ze* +C

Por tanto:

folez(x+1)dm: [ze*]i =e—0=c¢

Septiembre 00:
Determine la funcién primitiva y el drea bajo la curva, en el intervalo
[1,¢], de la funcion f(z) = In(z).
Solucién:
Calculamos: [ f(z)dz = [In(z)dz
Para resolver dicha integral es necesario recurrir al método de integracién
por partes:
Judv =uv — [vdu
Efectuamos los siguientes cambios de variable:
u=Inx — du= %dm
dv=dz — v=[de=ux
Aplicamos la férmula de integracién por partes:
[Inzdz=2-lnz— [z-ide=2-lmz—2+C =z(lnz—1)
Como que la funcién logaritmo no adopta valores negativos en en inter-
valo [1, €], para determinar el drea pedida bastard con calcular:
[inzdz=[z(Inz—1)]] =e(lne—1)—1(In1—-1)=0—(-1) =1
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Junio 01:
Sea f(x) = 2% + bz donde b es una constante.
a) Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f con F(0) =2y
F(3) = 20. Encuentra también la expresion de F.
b) Dibuja la curva f(x) cuando b = —1 y halla el drea delimitada por
dicha curva y el eje de abscisas entre los puntos de abscisa x =0 y x = 2.
Solucién:
Apartado a:
Determinamos una primitiva de f(z)
F(z) = [ f(z)dz = [(2* 4 bx)dx = % + b% C
S F(0) =20 0404+C=2 — C=2
SsiF(3) =20 Z4b§+2=20 — b=2 }_’
—>F(m):%+x2+2

Apartado b:

Si b= —1, tendremos que f(z) =22 —x

Se trata de una parabola cuyo eje serd: x = ;—: = %
El vértice, por tanto: f(3) = (3)>— 3 = —1

Y los puntos de corte de esta pardbola con el eje OX serdn:
2 —z2=0-{z=0},{z=1}

Por tanto, para calcular el drea pedida habra que descomponerla en la
suma de los valores absolutos de dos integrales definidas:

it = oyta] + [ FFe —opae] = [5 - 5]+ [ - 5], =
=[(=5)[+ (@) =1

Septiembre 01:

Dada la funcion f(x) = (z+ a) e(%ﬂ), donde a es una constante:
a) Encuentra una primitiva de f.

b) Calcula a, sabiendo que fEQ f(z)dz = 8. Justifica que, para ese valor

de a, 22e(3+1) 1o es primitiva de f.
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Solucién:
Apartado a:
Se trata de resolver la siguiente integral indefinida:
[ f@)dz = [ (z+a) (511 gy
Para resolver dicha integral es necesario recurrir al método de integracién
por partes:
Judv =uwv — [vdu
Efectuamos los siguientes cambios de variable:
u=x+a — du=dzx
dv=e3)dz — o= fe(%ﬂ)dx — 92¢(3+1)
Aplicamos la férmula de integracién por partes:
[(z+a) (3 dy = (z +a) - 23+ — er(%“)dx =
=(x+a)- 2e(5+1) _ 4e(5+1) 4 0 = 2¢(5+1) (t+a—-2)+C
Apartado b:
Como sabemos que f_22 f(z)dx =38
[26(%“) (x+a—2)}22 =2e?a — 2% (a —4) = 2¢%a —2a +8 =8 —
—2e*a—2a=0—a(2*-2) =0— {a=0}
Si a = 0, tendremos que 22¢(5+1) no es primitiva de f puesto que dos
primitivas no pueden diferir entre s{ mas que en una constante, y hemos

encontrado que (z + a) - 26(%+1) — 46(%+1) + C' si que es una primitiva.

Junio 02:
Dada la funcion f(z) = 3az® + 24 + 5 (x > 0), donde a es una
constante,
a) Encuentra el valor de a sabiendo que cierta funcién F es una primitiva
de f y verifica que F(1) =6 y F(2) = 42.
b) Dibuja la funcion f para el valor de a obtenido en el apartado anterior
y encuentra también en ese caso el drea limitada por la curva y el eje OX
entrex =1y x =2.
Solucién:
Apartado a:
Encontremos una primitiva de f(x); para ello:
F(z) = [ f(z)dz = [ (3az® + 2% +5) dx :3a§+2a§+5$+02
ar® — % + 52+ C
-si F(1)=6: a—a+54+C=6 —-C=1
-si F(2) =42: 8a—$+104+C =42 — }H
— 81— $+11=42 — {a =4}
Apartado b:
Cuando a = 4 la funcién serd: f(z) =3az?+ 2§ +5=1222+ £ +5
Representémosla:

e Dominio: (—00,0) U (0, 00)
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e Simetrias:

fl)=1222+ 5 +5  f(-o)=12(=2)"+ D +5= 1222~ 5 +5
Como que: f(x) # f(—=x) —  No es funcién par
Como que: f(z) # —f(—x) — No es funcién impar

e Crecimiento y decrecimiento:

. (—o00,1) (1,00)
fl@) =24z - 28 =242 [ @) <0 | f'l®) >0
Decreciente | Creciente

e Maximos y minimos:

fla)=0—-24272 =0 {o=1};  f(1)=12+8+5=25
teniendo en cuenta el crecimiento de la funcién, podemos decir que se
presenta un minimo en (1, 25)

e Asintotas horizontales y verticales:

-Hor.:  lim, o f(2) =limg (12x2 + % + 5) =00 — No hay
- Vert.:  lim,_¢ f(x) = lim,_g (12x2 + ﬂ% + 5) =00 — x=0

e Asintotas oblicuas:

limg 00 f/(2) = limy o0 24””1}1 = 0o — No las hay

La representacion grafica de la funcion f(z) = 122% + & 45 serd:

Septiembre 02:

Dada la funcion f(z) = 2% — 27+ aze®, donde a es una constante,

a) Encuentra una primitiva de f.

b) Si a =0, dibuja la funcién [ para x > 0 y encuentra el drea limitada
por la curva y el eje X entre x =2 y x = 4.
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Solucién:
Apartado a:
Se trata de determinar [ f(z)dx

[ f@)dz = [ (z3 — 27+axem2) do = [23de — [27dz + [ awe™ do =

1ot — 2Tz + %ae“"Q +C

Apartado b:
Si a = 0, tenemos que: f(z) =23 — 27
Representémosla:

e Dominio: (—o0,0) U (0, 00)
e Simetrias:
fl@)=a%—27;  f(—=z)=(—2)’ —27T=—a® - 27
Como que:  f(z) # f(—=x) —  No es funcién par
Como que: f(x) # —f(—x) — No es funcién impar

e Corte con los ejes:

Siz=0: - f(z)=-27 - (0,-27)
{Sif(a:):O: — 23-2T=0—{z=3} — (3,0)

e Crecimiento y decrecimiento:

(—O0,00)
f@)=23-27T— f'(x) =322 >0—| f'(z) >0
Creciente

o Mdaximos y minimos:

f(z)=0—322=0— {z = 0}; f(0)=0-27=-27

teniendo en cuenta el crecimiento de la funcién, podemos decir que se
presenta un punto de inflexién en (0, —27), aunque también podemos veri-
ficarlo comprobando que la primera derivada que no se anula en z = 0 es
de orden 3 (impar):

(@) =6z — f"(0)=0;  f"(z)=6— f"(0)=6
e Asintotas horizontales y verticales:

-Hor.:  limg_.oo f(2) =limp—oo (#® —27) =00 — No hay
- Vert.: lim,_o f(z) = lim,_, (x?’ — 27) =—-27 — No hay

e Asintotas oblicuas:

lim, oo f/(x) = lim, .o 322 = 0o — No las hay

La representacion grifica de la funcién f(z) = o3 — 27 seré:



114 4. Integrales

407

%

Para determinar el drea pedida:
3 3

J3 oo = [kt 27, = -8
4 X

[y f(@)de = [g2* = 27a], = &

El drea vendrd dada por: 23 4 8T = 38

Junio 03:

a) Dada la funcion f(z) = 25 —2® + % (x #0), donde a es una
constante, encuentra una primitiva de f. Posteriormente, encuentra a para
que si f' es la derivada de f, entonces f'(1) = —2.

b) Dibuja la funcion f(x) = 25—x2, y halla el drea limitada por la curva
y el eje de abscisas entre los puntos de abscisa x =1 y x = 6.

Solucién:

Apartado a:

Una primitiva de f vendrd dada por:

F(z)= [f(z)dv = [(25—2® + &) de =250 — 323 — 2 + C

Ademds, f' () = 22 — % = —2”3?3“1

como que f/(1) = -2 — —21¢ = —2 — {4 =0}

Apartado b:

flx)=25—-22=0— {z=5},{z = -5}
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Por lo tanto, el drea pedida vendrd dada por:
|7 s @)da| + |[5 f@)de| = |[7(25 — 0?)da| + | [5(25 — 2%)da| =

5 6 ,
:’{253:—%3}1‘—#“2590—%]5’:1776—1—1?6:64

Septiembre 03:

a) Encuentra la primitiva de la funcion f(x) = x—%—i—e(%ﬂ) (x > 0)
que en el 2 valga 15.5.

b) Dibuja la funcion f(z) =z — % (x> 0) y encuentra el drea
limitada por la curva y el eje X entre x =1 y x = 5.

Solucién:

Apartado a:

Una primitiva de la funcién vendrd dada por:
F(z)= [ f(z)dz = [ (x -+ e<%+1)) do = 122 + & 4 2¢37+1 4 C
Se trata de hacer que: F(2) = 15.5. Por tanto:
122+ 2423241 4 C =155 — 2+ L +2e2+C = 155 — {C = —2¢?}
La primitiva pedida sera: %az? + % + 2ezoH1 _ 9¢2
Apartado b:
Sea la funcion: f(z) =z — 2
- corte con eje OX: f(z)=0—z— 2 =0— {z =3}
- asintota vertical en: x =0
- asintota oblicua: y =mz+b—-y==zx

m = lim;_. @ =limy ool — 22 =1

b=limy oo [f(2) — ma] =limgoe (v — 2L —2) =0
Crecimiento de la funcién: f/(z) =1+ 2 =1+ 23 >0 (Vz > 0)

27
2
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1007
807
60

207

Como la funcién se anula en x = 3 , para calcular el drea pedida habra
que determinar el valor absoluto de dos integrales definidas:

fl dxffl (z—2)da = [1x2+27]3 —14

f3 dac—fg(x——)dx—[éxQ—&—w] =%

El area serd: 14 + 2 = 2 = 18.4

Junio 04:

a) Encuentra la primitiva de la funcion f(z) = 27 — 23 + 3e2*~1 que en
el 1 valga 26°75

b) Dibuja la funcion f(x) = 27 — x3 y calcula el drea limitada por la
curva y el eje X entre x = —3 y x = 5.

Solucién:

Apartado a:

Una primitiva de la funcién vendrd dada por:

v) = [ fla)de = [ (27 — 2% + 3e* V) do = 27w — Ja* + 2271 + C

Se trata de hacer que: F(1) = 26.75. Por tanto:

27-1 -3 144 3e271 + 0 =2675 - 27— 2 + 3e 4+ C = 26.75 —
{C =—-4.077}

La primitiva pedida sera: 27x — %x‘l + %62”‘_1 —4.077

Apartado b:

Determinamos los puntos de corte de la funcién f(z) = 27 — 2* con el
eje OX:

fl2)=0—27T—23=0— {x =3}

Como la funcién se anula en x = 3 , para calcular el drea pedida habra
que determinar el valor absoluto de dos integrales definidas:

413
[Py f@)da = [, (27 — 2?) dz == [27m - %} =162

5
f3 da:—f3 (27—x)dm=[27x—%4}3:—82
El area sera: 162 + 82 = 244

Septiembre 04:
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01
6|
207
" 2 0 2 o\ 4 6
-207]
40
-607]
FIGURE 4.1.
a) Dada la funcion f(z) = ¢+ 3z* — 2®, encuentra a para que si f' es
la derivada de f , entonces f'(—1) = —10
b) Dibuja la funcién f(z) = 3% — 23. Encuentra el drea limitada por la
curva y el eje X entre x = —1 y x = 2.
Solucién:
Apartado a:
f(x) =2 +32% — 2% — f(x) = =% + 62 — 322
f(=1)=-10 - —10 = ﬁﬁ;(—n—:&(—l)2 —-10=72-6-3—
fa=1}
Apartado b:
3

Representemos la funcién: f(z) = 322 —x

e Dominio: (—o0,00)
e Por ser una funcién polinémica, es continua en todo su dominio.

e Simetrias:
f(—z) =3 (—2)* — (—2)® = 322 + 23
—  No es funcién par

f(z) =32 — %
—  No es funcién impar

{ Como que: f(z) # f(—=x)
Como que:  f(z) # —f(—x)

e Crecimiento y decrecimiento:
(—00,0) (0,2) (2,00)
fl(z)=62-32>=32(2—2) —| f(x)<0 | f(x)>0] f(z)<0
Decreciente | Creciente | Decreciente

e Maximos y minimos:
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o]
f
(X)Z’
1 0 1 5 2 3\
_2’
4
FIGURE 4.2.

f(z)=0—6z—322=0— {x =0};{z =2}

f(0)=0-0=0 f(2)=12-8=4

teniendo en cuenta el crecimiento de la funcién, podemos decir que se
presenta un minimo en (0,0) y un maximo en (2,4)

e Asintotas horizontales y verticales:

-Hor.:  lim, o f(2) =limy (3x2 — x3) =00 — No hay
- Vert.: —  No hay

e Asintotas oblicuas:

lim, o0 f/(2) = limy oo (Gx - 3902) = oo — No las hay
Como la funcién se anula en z = 0 , para calcular el drea pedida habra
que determinar el valor absoluto de dos integrales definidas:

O, Sowds = 1% (322 = ) o = [ 5] =

— 2
2facalx_ 2 322 — 23) dx 3 z*

fO ’ 4o
El area sera: %+47 241

4.2 Problemas propuestos

B4-01:

Sea la funcion f(z) = 3;_;26 que representa los beneficios expresados en
millones de euros que obtiene una determinada empresa, siendo x los anos
de vida de la misma. Se pide:

a) Representa grdficamente la funcion.
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b) En el momento de fundacion de la empresa, shubo pérdidas o benefi-
cios? sa cudnto ascendieron?

¢) ¢En qué ano deja la empresa de tener pérdidas?

d) ;Estan limitados los beneficios? Si lo estan, scudl es el limite?

e) 6A cudnto ascienden los beneficios acumulados durante los tres primeros
anos?

B4-02: ,

Sea la funcion g(a:):{ _i +—|—18x Zz (5) ii i ?O . Se pide:

a) Represéntala grificamente.

b) Calcula la superficie del recinto comprendido entre dicha funcion y el
eje de abscisas.

B4-03:

Sea la funcion: f(z) = % Determinar:

a) Su dominio de definicion.

b) Sus asintotas.

¢) Maximos y minimos.

d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

e) Area encerrada entre la curva, la asintota correspondiente, y las rectas
r=6,x=0.

B4-04:

Sea la funcion: y = 43 — 4x

a) Calcular una primitiva de la funcion.

b) Calcular el drea del recinto limitado por la curva y = 42° — 4z y el
eje de abscisas.

¢) ¢Es posible que el resultado del apartado anterior sea 07

B4-05:

La variacion de los costes de mantenimirento de un grupo de maquinaria
de construccion viene dada por la funcion v(t) = 8 + 8t + 4t2, donde t se
mide en anos, y v en miles de euros/anio. Se pide:

a) Dibuja la grifica de la funcion e interprétala.

b) Halla el drea encerrada bajo la curva anterior, el eje de abscisas, entre
los valores t =0 y t = 4. ;Qué representa este resultado?

B4-06:

Sea la funcion f(x) =223 +bz® +ax —5

a) Hallense los valores de a y b de forma que f tenga un mdximo en
z =1y un minimo en x = 2.

B4-07: Lo

a) Calcular: | “dx. jeudl el el significado geométrico de esa integral?

b) Calcular el drea limitada por la grifica de la funcidn y = \/x, y las

rectas x=0,x=1,y=0
B4-08: )
Hallar el drea encerrada entre la curva: y = (2 —3) s 20
3z +9 st <0
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el eje de abscisas

B4-09:

Sabemos que una funcion f(x) estd definida en el intervalo [0,6] y que
la grifica de su derivada f'(x) es la linea quebrada que une los puntos
(0,2),(2,-2) y (6,2). Halla razonadamente los intervalos de crecimiento
de f(x) y sus extremos relativos.

De una funcién f(z) se sabe que estd definida en el intervalo [0,4] y
que la grifica de su derivada f'(x) es la linea quebrada que une los puntos
(07 1) ’ (2a _1) Y (47 1)'

Hallar razonadamente los intervalos de crecimiento de f(x) y sus ex-
tremos relativos.

B4-10:

Determinar una funcién f(x) sabiendo que f"'(x) = 12z; f"(0) = 2;
f1(0)=1y f(0)=0.

B4-11:

Una funcion verifica que y” = 3. Determinala, sabiendo que su grifica
pasa por el punto (2,0) y que la pendiente de la tangente a la curva en ese
punto es 8.

B4-12:

a) Calcular el drea limitada por la grifica de la funcion y = Inz y la
recta x = e, que se encuentra por encima del eje de abscisas.

b) Calcular el area limitada por la grifica de la funcion y = xlnzx y la
recta x = e, que se encuentra por encima del eje de abscisas.

B4-13:

Encuentra la ecuacion de la curva que pasa por los puntos P (1,0) y
Q (e, €), sabiendo que su derivada segunda es f"(x) =2Inz + 1.

B4-14:

Se sabe que la grifica de una funcion f pasa por el punto (1,1) y que
/(1) = 2. Se conoce también que su derivada sequnda es la funcion f"(x) =
3. Determina, razonadamente, la funcién f.

B4-15:

Calcula, en cada caso, la funcion f(x) que cumple las condiciones indi-
cadas:

a) f(0)=1y f'(z) =e*cosz

b) f(0)=0y f'(z) ==zIn (2 + 1)

B4-16:

Calcula el drea del recinto limitado por la curva y = x%, el eje OX y las
rectas Yy =z, r =3

B4-17:

Una exposicion estd abierta al publico de 8 a 14h. Se ha determinado que
el ritmo al que acuden los visitantes viene dado por la funcion:

r(t) = —2t2 + 12t visitantes/hora.

Si t representa el nimero de horas transcurridas desde la apertura de la
exposicion, determina:

a) ;Qué significa r(t)?
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b) Representa la funcion r(t)

¢) ¢Qué valor de r corresponde a las 10 horas? ;Y a las 18 horas?

d) ;Qué unidades tendrd el producto r(t) - dt ? sQué significa?

e) 4Coémo interpretas foﬁ r(t)-dt ?

f) Calcula el valor de la integral anterior.

B4-18:

Un depdsito de agua de 3000 litros se vacia por un desague por el que
fluye el siguiente caudal: C(t) = —0.15t + 30, donde t se mide en minutos.

a) Calcula el volimen de agua que ha salido del depdsito a los 10 minutos.

b) Halla el volumen total de agua que ha salido del depdsito al llegar al
instante t.

¢) Calcula el instante en que se vacia el depdsito.

B4-19:

Halla una primitiva de la funcion y = (2z + 1)3 que tome el valor 300
para T = %

B4-20:

En una epidemia se ha detectado que tras la administracion de un far-
maco antibidtico los casos graves disminuyen a un ritmo de g(t) = 10e~9-0%
personas/hora, donde t se mide en horas. Sabemos que el farmaco se ha
administrado a las 8 horas de la manana y que a las 11 horas habia ain
250 personas graves. Determina cudntos enfermos graves habrd a las 16
horas.

B4-21:

El valor de un automovil decrece a un ritmo dado por (1200t — 4000) en
€ /ario, siendo t el tiempo en arios. Si el valor del vehiculo nuevo era de
15.000 € 4 cudl serd su valor al cabo de 3 anos?

B4-22:

Sabemos que un polinomio de grado dos P(z) = x? + ax + b verifica que
se anula para x = 3 y, ademds, se sabe que f03 P(z)dx = 6. Determina los
coeficientes a y b.

B4-23:

A las 8 horas de la manana surge un rumor en una ciudad que se propaga
a un ritmo de e3'+500 personas/hora. Sabiendo que t representa el nimero
de horas transcurridas desde la aparicion del rumor, calcula el nimero de
personas que lo habrdn oido entre las 9 y las 12 horas de la manana.

B4-24:

Sabiendo que f: f(z)dx =0, spodemos asegurar que a = b?

Si la respuesta es afirmativa, demostrarlo; si es negativa, poner un ejem-
plo.

B4-25:

Determina el valor de a, de modo que el drea de la region del plano
limitada por el eje OX y la grifica de la funcion f(z) = ax® — 23 valga 12
unidades cuadradas.
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5
Probabilidad

5.1 Problemas PAU

Junio 94:

En cierta floristeria recibieron cantidades iguales de rosas y gladiolos,
de color blanco o amarillo. El 60% de los gladiolos son de color amarillo,
mientras que el T0% de las rosas son de color blanco.

a) Si elegimos una rosa, ;qué probabilidad tenemos de que sea de color
amarillo?

b) Si cogemos dos gladiolos, scudl es la probabilidad de que sean de dis-
tinto color?

¢) ¢Qué proporcion de flores son de color blanco?

Solucién:

Si se reciben igual cantidad de rosas y gladiolos:

P(Rosa) = P(Gladiolo) = 0.5

Si el 60% de los gladiolos son amarillos, el 40% restante seréan blancos.

Si el 70% de las rosas son blancas, el 30% restante serdn amarillas.

Representamos el enunciado del problema mediante un diagrama en &r-
bol:

_-® Blanco
Rosas 07
05 0'3\0 Amarillo
0,5\.<0,4/0 Blanco
Gladiolos 0,6
e Amarillo
Apartado a:
P(Am/Rosa) = 0.3
Apartado b:

P(Bl/Gladiolo)- P(Am/Gladiolo)+ P(Am/Gladiolo)- P(Bl/Gladiolo) =
=04-06+06-04=048

Apartado c:

P(Bl) = P(BIl/Rosa) + P(Bl/Gladiolo) =
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=05-0740.5-04=0.3540.20 =0.55 — 55%

Junio 95:

En una mdquina se han fabricado 100 piezas, de las cuales 15 han pre-
sentado algiun defecto.

a) Calcular la proporcion de piezas que no son defectuosas.

b) Calcular la probabilidad de que si examinamos dos piezas, ambas re-
sulten defectuosas.

¢) Si probamos dos piezas y la primera es defectuosa, scudl es la proba-
bilidad de que la seqgunda no lo sea?

Solucién:

Si 15 piezas han resultado defectuosas, las 85 restantes habran resultado
no defectuosas.

Apartado a: B
Como P(D)=0.15— P(D)=1-0.15=0.85 — 85%
Apartado b:
_® Def.
Def. 14/99

85/99
15/100 @ No Def.

85/100 15/99/0 Def.

No Def.  g84/99
No Def

P(DAD)=P(D)-P(D/D) = 5 - 55 = 335
Apartado c:
P(D/D) = %

Junio 96:

Un estuche contiene 15 ldpices de color rojo y 10 de color azul.

a) Si elegimos uno al azar, scudl es la probabilidad de que sea Tojo?

b) Si extraemos dos, ;cudl es la probabilidad de que ambos sean azules?

¢) Si elegimos dos, calcular la probabilidad de que el primero sea azul y
el sequndo rojo.

Solucién:

Apartado a:

P(R) =3

Apartados b y c:
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_®Rojo
Rojo 14/24
15/25 10/24\0 Azul
10725 15/24~ Rolo
Azl 9/24
Azul
P(A/\A)—P(A)-P(A/A):%_%.%:%%
P(ANR)=P(A)-P(R/A) =5 -57 =1

Junio 96 (R1):

Un restaurante tiene contratados a dos camareros (Javier y Ana) para
atender el servicio de comedor. Ana pone el servicio el 7T0% de los dias y
se confunde al colocar la cuberteria sélo el 5% de los dias. Javier, por el
contrario, coloca mal alguna pieza el 25% de los dias que pone el servicio.

a) Esta marniana, el encargado del restaurante va a pasar revista al servi-
cio; scudl es la probabilidad de que encuentre algin servicio mdl colocado?

b) Por desgracia, el encargado encontré unos cubiertos mal ubicados y
desea conocer la probabilidad de que haya sido Javier.

Solucién:

Si Ana pone el servicio el 70% de los dfas, Javier lo pone el 30% restante.

_® Bien
Ana 0,95

07 005

.< ‘ e Mal
0’3\.<0,75/. Bien
0,25

Javier
e Mal

Apartado a:

P(Mal) = P(Mal A Ana) + P(Mal A Javier) = 0.7-0.05+0.3-0.25 =
=0.035+0.075 =0.11

Apartado b:

P(Javier/Mal) = P4 f00el) — 08025 — 0,681
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Junio 96 (R2):

Clierta persona compra todos los dias el diario local, adquiriéndolo inde-
pendientemente en uno de los dos quioscos (A,B) que estdn mds préximos
a su casa; el 80% de los dias lo compra en el quiosco A.

a) Calcular la proporcion de dias que compra el diario en el quiosco B.

b) sCudl es la probabilidad de que compre el diario dos dias consecutivos
en el quiosco A?

¢) sCudl es la probabilidad de que dos dias consecutivos compre el diario
en quioscos distintos?

Solucién:

Apartado a:

Si el 80% de los dias compra el periddico en el quiosco A, el 20% restante
lo hard en el B.

A
0,8/.

A

O e

0,2
/ 0,8/. A

;.<02
.,

Apartado b:

P(ANA)=P(A)-P(A)=08-08=0.64

Apartado c:
P(AANB)+P(BANA)=P(A)-P(B)+P(B)-P(A) =
=0.8-0240.2-0.8=0.164+0.16 = 0.32

Junio 97:

La probabilidad de que un aficionado al futbol acuda al campo municipal
a ver un partido es del 90% cuando se celebra en un fin de semana (sdbado
o domingo) y del 50% si tiene lugar en un dia laborable (lunes a viernes).

a) Si el proximo fin de semana hay partido, scudl es la probabilidad de
que este aficionado no vaya al campo a verlo?

b) Cierto partido se celebrard la proxima semana en un dia ain sin de-
terminar. Calcular la probabilidad de que el aficionado acuda a verlo al
campo.

¢) Si el aficionado acudid a ver un partido, scudl es la probabilidad de
que éste se celebrara en fin de semana?.

Solucién:

Apartado a:
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Si en un fin de semana, la probabilidad de que acuda es 0.9, la de que
no acuda sera:
P(No/FS)=1-09=0.1

Si
0,9/.

Fin S.
1
.<2/7 O' \. No
5/7 0,5/0 Si
Lab.

05
\. No

Apartado b:

Si suponemos equiprobable que el partido se celebre cualquier dia de la
semana:

P(Si) = P(Si A FS)+ P(Si A Lab) = 2-0.9+2-0.5=0.614

Apartado c:

, P(FSy Si 2.0.9
P(FS/S1) = ™ = z5eg5 = 0418

Septiembre 97:

En una caja estin guardados 20 relojes, de los cuales hay 15 que funcio-
nan correctamente.

a) Si se extrae un reloj al azar, jcudl es la probabilidad de que funcione
bien?

b) Si se extraen dos relojes al azar, scudl es la probabilidad de que ambos
funcionen bien?

¢) Si se extraen dos relojes al azar sucesivemente, y el primero no fun-
ciona correctamente, jcudl es la probabilidad de que el sequndo tampoco?

Solucién:

Representamos la situacién del problema mediante un diagrama en drbol:
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_® Bien
. 14/19
Bien

5/19
15/20 o Mal

5/20 15/19/0 Bien

Mal
4/19

Mal

Apartado a:

P(Bien) = 2 =0.75

Apartado b:

P(Bien A Bien) = P(Bien) - P(Bien/Bien) = £2 - 12 = 2L = (.552
Apartado c:

P(Mal/Mal) = 15 = 0.210

Junio 98:

El 25% de las familias de cierta comunidad auténoma esparnola no sale
fuera de la misma durante las vacaciones de verano. El 65% veranea por el
resto de Espana, y el 10% restante se va al extranjero. De los que se quedan
en su comunidad, sélo un 10% no utiliza el coche en sus desplazamientos.
Esta cantidad aumenta al 30% entre los que salen por el resto de Espana,
y al 90% entre los que viajan al extranjero.

a) Calcula el porcentaje de familias de esa comunidad que utiliza el coche
en sus desplazamientos de vacaciones de verano.

b) Una familia no usa coche en sus vacaciones de verano. ; Cudl es
la probabilidad de que salga de su comunidad moviéndose por el resto de
Espania?.

Solucién:

Representamos los datos del enunciado sobre un diagrama en arbol:

Comunidad _0,10—® No Coche
0.90—g s Coche
Espafia 0130/. No Coche

0,70
7 @ Si Coche

010 090—® No Coche

Extranj. 010 g Si Coche
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Apartado a:

P(Coche) = P(C A Com.)+ P(C A Esp.)+ P(C A Ext.) =
=0.25-0.90+40.65-0.70 + 0.10 - 0.10 = 0.225 + 0.455 + 0.01 = 0.690
Apartado b:

P(No Coche) = P(C A Com.) + P(C A Esp.) + P(C A Ext.) =
=0.25-0.104+0.65-0.30 + 0.10 - 0.90 = 0.025 + 0.195 + 0.09 = 0.310
o bien: P(NoCoche) =1 — P(Coche) =1 — 0.690 = 0.310

P(Esp./NoCoche) = ZIELEP) — 005030 — 629

Septiembre 98:

Un grupo de 40 personas acaba de tomar un autobis. De los 40, sdlo
10 son fumadores. Entre los fumadores, el T0% se marea y entre los no
fumadores esta cantidad baja al 40%.

a) Como el trayecto es largo se permite fumar a quien lo desee. 2 indi-
viduos se han sentado juntos y mo se conocen. ;Cudl es la probabilidad de
que ambos sean fumadores?.

b) sCudl es la probabilidad de que un viajero no se maree?

Solucién:

Apartado a:

Analizando unicamente si fuman o no, para dos individuos tendremos
que:

e Fuma
Fuma 9/39
30/39
10740 ~® No Fuma
30/40 10/39/. Fuma
No Fuma
29/39
e No Fuma

P(Fuma A Fuma) = P(F)-P(F/F) =13 & = 2 = 0.057
Apartado b:
Representamos la situacién del problema mediante un diagrama en arbol:
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/0 Mareo

Fuma 0.7

0,3
10740 @ No Mareo

30/40
0. 4/0 Mareo

06
\. No Mareo

No Fuma

P(No Mareo) = P(Fuma y No Mareo)+ P(No Fuma y NoMareo) =
=42-0.3+25-0.6=0.525

Junio 99:

En una oficina, el 70% de los empleados son asturianos. De entre los
asturianos, el 50% son mugjeres, mientras que de los no asturianos sélo
son hombres el 20%.

a) ;Qué porcentaje de empleados no asturianos son mujeres?

b) Calcula la probabilidad de que un empleado de la oficina sea muger.

¢) Fernando trabaja en dicha oficina. ;Cudl es la probabilidad de que sea
asturiano?

Solucién:

Representamos los datos del enunciado mediante un diagrama en arbol:

/oH

Asturianos 0.5

<o,7 05— o m

03 0,2/0 H

No Asturianos

0,8
. "

Apartado a:

P(M/A)=1-02=0.8

Apartado b:

P(M)=P(M N A)+P(M A A) =
=0.7-0540.3-0.8=0.35+0.24 =0.59
Apartado c:

P(H)=1-059 = 0.41
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P(A/H) = E5 000 — 0185 — 0,853

Septiembre 99:

Una ciudad ha remodelado su paseo maritimo, y en un periédico ha apare-
citdo una encuesta realizada a 200 personas acerca de si el resultado ha sido
satisfactorio o no. De los 200 encuestados, 120 viven en la ciudad. Ademds,
el porcentage de los que viven en la ciudad y les han gustado las obras es del
30%, el mismo de los que no viven en la ciudad y también les han gustado.

a) Si se elige una encuesta de las 200, y ésta se ha hecho a un habitante
de la ciudad, scudl es la probabilidad de que le gusten las obras?.

b) Si se elige una encuesta de las 200, y el individuo afirma que le gustan
las obras, ;qué probabilidad hay de que viva en la ciudad?.

Solucién:

Representamos el problema mediante una tabla de doble entrada, com-
pletando los datos que faltan:

Gustan Obras (G) | No gustan Obras (G) | Total

Ciudad (C) +5-200 = 60 60 120
No Ciudad (C) 23200 = 60 20 80
Total 120 80 200

Apartado a:

P(Gustan Obras/Ciudad) = 3% = 0.5

Apartado b:

P(Ciudad/Gustan Obras) = 355 = 0.5

Junio 00:

Dos jovenes aficionados a los juegos de azar se encuentran realizando un
solitario con una baraja espanola de 40 cartas. Extraen una carta de dicha
baraja y desean saber cudl es la probabilidad de ”obtener rey” condicionado
al suceso “obtener figura”. Caracterice ambos sucesos.

Solucién:

Nota: Entendemos el enunciado como "extraida una carta de una baraja, y conocido

que ha resultado ser una figura, calcular la probabilidad de que se trate de un rey".
(Rey) casos favorables __ 4 __ 1

casos posibles 12
o bien, como que se trata de una probabilidad condicionada, aplicamos

el teorema de Bayes:

P(Rey/Figura) = % = iég =4 =

Septiembre 00:

En un pats de la antigua Europa del Este se ha constituido una comision
parlamentaria integrada por diez miembros, de los cuales siete pertenecen
al partido gobernante y el resto al partido de la oposicion. Entre los siete
miembros del partido gobernante hay cuatro varones y dos, entre los del
partido de la oposicion. El presidente de la comision se elige por sorteo entre
sus integrantes. Celebrado el sorteo, se sabe que el presidente elegido ha sido
un hombre. ;Qué partido tiene mds posibilidades de dirigir la comision?
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Solucién:

Se trata de determinar las siguientes probabilidades y compararlas:
P(Gob/Hom) y P(Opo/Hom).

Para ello, podemos ayudarnos con la siguiente tabla:

Gobierno | Oposicién
Hombre 4 2 6 P(Gob/Hom) = 4 _ %
: - _ % _1
Mujer 3 1 4 P(Opo/Hom) = ¢ = 3
7 3 10

Luego, si sabemos que ha resultado elegido un hombre, el partido del
gobierno es el que mds probabilidades tiene de dirigir la comisién.

Junio 01:

Se ha hecho un estudio de un nuevo tratamiento sobre 120 personas
aquejadas de cierta enfermedad. 30 de ellas ya habian padecido esta enfer-
medad con anterioridad. Entre las que la habian padecido con anterioridad,
el 80% ha reaccionado positivamente al nuevo tratamiento. Entre las que
no la habian padecido, ha sido el 90% el que reacciond positivamente.

a) Si elegimos 2 pacientes al azar scudl es la probabilidad de que los 2
ya hayan padecido la enfermedad?

b) Si elegimos un paciente al azar scudl es la probabilidad de que no
reaccione positivamente al nuevo tratamiento?

¢) Si un paciente ha reaccionado positivamente, scudl es la probabilidad

de que no haya padecido la enfermedad con anterioridad?
Solucién:

Apartado a:

P(Antes Si A Antes S?) = P(Antes) - P(Antes/Antes) =
= 136 * 115 = 77

Apartado b:

Antes Si 08

0,2

30/120 —o

90/120 _ O+
0,9

N
Antes No 01

P(—) = P(Antes Si A —) + P(Antes No A —) =
=39.02+-%-01=0.125
Apartado c:
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. No 20 .
P(Antes Noj+) = HAMERe 5 = g s = 0771

Septiembre 01:

Se ha realizado una pequeria encuesta a un grupo de estudiantes de in-
formatica. Entre sus conclusiones estd que un 40% ha recibido ya algin
cursillo de informdtica. Ademds, el 20% de los que recibieron con ante-
rioridad algin cursillo de informdtica tiene ordenador en casa. Un 10%
de estudiantes tiene ordenador en casa y no recibié con anterioridad un
cursillo de informdtica.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un estudiante tenga ordenador en casa
y haya recibido un cursillo de informdtica con anterioridad?

b) ;Cudl es la probabilidad de que un estudiante tenga ordenador en
casa?

¢) Si un estudiante tiene ordenador en casa, jcudl es la probabilidad de
que ya haya recibido un cursillo de informdtica?

Solucién:

Representamos los datos del enunciado mediante una tabla de contin-
gencia o un diagrama en drbol:

Ordenador Si | Ordenador No
Cursillo Si 02x04 0.4
Cursillo No 0.1
/.
Curso 0,2 Ordenador
0,4
No Ordenador
0.1
Ordenador
No Curso
No Ordenador
Apartado a:
P(Curso A Ordenador) = 0.4-0.2 = 0.08
Apartado b:

P(Ordenador) = P(Curso A Ordenador)+P(No Curso A Ordenador) =
=04-02401=0.18
Apartado c:

P(Curso/Ordenador) = P(Clg(sgr/c\ligzz;ldw) =38 —0.444
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Junio 02:

En cierto curso de un centro de ensenianza el 62.5% de los alumnos apro-
baron Matemdticas. Por otro lado, entre quienes aprobaron Matemdticas,
el 80% aprobs también Fisica. Se sabe igualmente que sélo el 33.3% de
quienes no aprobaron Matemdticas aprobaron Fisica.

a) ;Qué porcentaje consiguid aprobar ambas asignaturas a la vez?

b) ¢Cudl fue el porcentaje de aprobados en la asignatura de Fisica?

¢) Si un estudiante no aprobd Fisica, squé probabilidad hay de que apro-
bara Matemdticas?

Solucién:
Fis
0,8/.
"o
0,625 0.2
.< @ No Fis
/.FIS
0375 0333
~N
No Mat 0,667
@ No Fis
Apartado a:

P(Mat A Fis) = P(Mat) - P(Fis/Mat) = 0.625-0.8 = 0.5 — 50%
Apartado b:

P(Fis) = P(Mat A Fis) + P(No Mat A Fis) =
=0.625-0.840.375 - 0.333 = 0.6248 — 62.48%

Apartado c:

.\ _ P(Mat N NoFis) __ 0.625-0.2 —
P(Mat/No Fis) = (P(No Fis) L — 0.6250.240.3750.667 — 0-333

Septiembre 02:

El 70% de los solicitantes de un puesto de trabajo tiene experiencia y
ademds una formacién acorde con el puesto. Sin embargo, hay un 20% que
tiene experiencia y no una formacion acorde con el puesto. Se sabe también
que entre los solicitantes que tienen formacion acorde con el puesto, un
87.5% tiene experiencia.

a) ;Cudl es la probabilidad de que un solicitante no tenga experiencia?

b) Si un solicitante tiene experiencia, jcudl es la probabilidad de que su
formacién sea acorde con el puesto?

¢) Calcula la probabilidad de que un solicitante tenga formacion acorde
con el puesto.

Solucién:
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Representamos los datos del enunciado mediante una tabla de contin-
gencia o un diagrama en drbol:

Exper. Si | Exper. No
Form. Si 70 =280
Form. No 20
100
Apartado a:
P(E)=1-P(E)=1-0.9=0.1
Apartado b:
P(FAE
P(F/E) = 2558 = 82 = 0.777
Apartado c:
BBy =70 — {z = 80}
_ 80 _

P(F) =15 =08
Junio 03:

Un grupo de amigos ha estado hablando de sus gustos musicales. La
masica cldsica gusta al 20% de ellos. Se sabe también que el porcentaje
de los que les gusta la musica moderna entre quienes les gusta la cldsica
es del 75% y el porcentaje de los que les gusta la maisica moderna entre
quienes no les gusta la cldsica es del 87.5%

a) ;Cudl es la probabilidad de que a un individuo del grupo le guste la
masica moderna?

b) s Cudl es la probabilidad de que a un individuo del grupo le guste tanto
la maisica cldsica como la moderna?

¢) Si a un individuo le gusta la moderna scudl es la probabilidad de que
también le guste la cldsica?

d) Si a un individuo no le gusta la moderna scudl es la probabilidad de
que si le guste la cldsica?

Solucién:

Representamos la situacién mediante un diagrama en drbol:

Clésica Moderna
Si
Si 075
0.2 0.25\.No
.< Si
08. No (o @
0.125_ No

¢
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Apartado a:

P(M)=P(CAM)+P(CAM)=02x0.75+ 0.8 x 0.875 = 0.85
Apartado b:

P(CAM)=02x0.75=0.15

Apartado c:

C
P(C/M) = Zpi) = 618 = 0.176
Apartado d:

P(M)=1-P(M)=1-0.85=0.15
P(C A M) =0.2x0.25=0.05

P(C/N) = ZCA — 205 0.3

ot

Septiembre 03:

En un grupo de matrimonios se ha observado que en el 50% la mujer
tiene estudios universitarios. En un 30% de los matrimonios tanto el hom-
bre como la mujer los tienen. Finalmente, en el 37.5% de los matrimonios
en los que el marido tiene estudios universitarios la mugjer los tiene.

a) ;Qué probabilidad hay de que en un matrimonio el marido tenga es-
tudios universitarios?

b) sEn qué porcentaje de matrimonios en los que la muger tiene estudios
universitarios el marido también los tiene?

¢) ;En qué porcentaje de matrimonios el marido no tiene estudios uni-
versitarios y la mujer si?

Solucién:

Apartado a:

Representamos la situaciéon mediante un diagrama de Venn:

P(M)=0.5;P(HAM)=0.3— P(solo M)=0.2

P(HAM)=037-P(H)—03=0.37-P(H)— P(H)=0.8

P(solo H)=P(H)— P(HA M) — P(solo H)=0.8—-0.3=0.5

Con estudios universitarios
H M

Apartado a:
P(HAM)=0.375-P(H) — 0.3=0.375- P(H) — P(H) = 0.8
Apartado b:

P(H/M) = 2500 =

w

=0.6

o

5
Apartado c:
P(M)=0.5;P(HAM)=0.3— P(solo M) =0.2
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Junio 04:

En un grupo de personas, al 50% les han puesto alguna vez una multa de
trafico. Por otro lado, al 12°6% no les han puesto nunca una multa pero st
han sufrido alguna vez un accidente. Finalmente, al 60% de quienes nunca
han tenido un accidente no les han puesto nunca una multa.

a) ¢ Qué porcentaje no han tenido nunca un accidente ni les han puesto

una multa?

b) s Que porcentaje no han tenido nunca un accidente?
¢) Entre las personas que nunca han tenido una multa, squé porcentaje

no han tenido nunca un accidente?

Solucién:
Representamos la situacién mediante una tabla de doble entrada:

Accidente Si | Accidente No
Multa Si 25 25 50
Multa No 12.5 37.5 50
37.5 62.5 100
0.6x = 37.5 — {x = 62.5}
Apartado a:
Un 37.5% no ha tenido nunca un accidente ni se le ha puesto una multa.
Apartado b:
Un 62.5% no ha tenido nunca un accidente.
Apartado c:
P (A/M) = 7’31(;(‘%[) =125 _ (25

De entre los que no han tenido nunca una multa, un 25% tampoco ha

tenido nunca un accidente.

Septiembre 04:

En un grupo de amigos el 80% estdn casados. Entre los casados, el 75%
tienen trabajo. Finalmente, un 5% no estan casados y tampoco tienen tra-
bajo.

a) ;Que porcentaje no tiene trabajo?

b) Si uno tiene trabajo, ;qué probabildad hay de que esté casado?

¢) s Qué porcentaje estin casados entre los que no tienen trabajo?
Solucién:

Representamos la situacién mediante una tabla de doble entrada:

Trabajo Si Trabajo No
Casados Si | 0.75-80 = 60 20 80
Casados No 15 5 20
75 25 100
Apartado a:
Un 25% no tiene trabajo
Apartado b:
P(C/T) = HEAT — 50— 48

Apartado c:
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P(CAT) 20 4

P(C/T) =T =B =t =08

De entre los que no tienen trabajo, un 80% estdn casados.

5.2 Problemas propuestos

B5-01:

La urna S contiene 4 bolas blancas y 3 negras, y la uwrna T contiene 3
bolas blancas y dos negras. Tomamos al azar una bola de S y, sin mirarla,
la introducimos en T. A continuacion extraemos con reemplazamiento dos
bolas de T. Hallar la probabilidad de que:

a) sean del mismo color

b) sean de distinto color

B5-02:

Una entidad bancaria concede tres tipos de créditos: hipotecarios, para
industria y personales. Se sabe que el 30% de los créditos que concede son
hipotecarios, el 50% para industria y el 20% restante son personales. Han
resultado impagados el 20% de los créditos para vivienda, el 256% de los
créditos para industria y el 50% de los créditos para consumo. Se pide:

a) Representar la situacion mediante un diagrama en drbol.

b) Seleccionado un crédito al azar, calcular la probabilidad de que se
pague.

¢) Un determinado crédito ha resultado impagado; calcular la probabilidad
de que sea un crédito de vivienda.

B5-03:

En una poblacion se sabe que el 30% escucha los informativos por la
Radio; el 60% por la Television; y el 20% los escucha por los dos medios
de comunicacion. Si se elige una persona al azar, determina la probabilidad
de que:

a) escuche alguno de los medios de comunicacion.

b) escuche la Radio sabiendo que no ve la Television.

¢) escuche solo uno de los dos medios.

B5-04:

En un trayecto entre dos ciudades proximas, un automovilista ha de
atravesar tres zonas que estan en obras y en las que se regula el trifico
mediante semdforos. La probabilidad de encontrar la luz en rojo para cada
uno de los tres semdforos es, respectivamente, 0.3 , 0.7 y 0.5. Se pide la
probabilidad de que el conductor:

a) encuentre los tres semdforos en rojo.

b) encuentre los tres semdforos en verde

¢) encuentre en rojo uno de ellos y los otros dos en verde.

B5-05:

En un determinado barrio de la ciudad se ha observado que el 70% de sus
habitantes tiene mds de 50 anos y que de éstos el 60% es propietario de la
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vivienda en la que habita. También se sabe que el porcentaje de propietarios
es del 30% entre aquellos que no superan los 50 anios. Se pide:

a) Calcula la probabilidad de que un vecino, que ha sido elegido al azar,
sea propietario de la vivienda en la que habita.

b) Elegido un vecino al azar, resulta ser propietario de la vivienda en la
que habita. Calcula la probabilidad de que tenga mas de 50 afios.

B5-06:

Probamos una vacuna contra la gripe en un grupo de 400 personas, de
las que 180 son hombres y 220 mugeres. De las mugjeres, 25 cogen la gripe
y de los hombres 23. Determina las siguientes probabilidades:

a) que al seleccionar una persona al azar resulte que no tiene gripe.

b) que al seleccionar una persona al azar resulte ser una mujer que no
tiene gripe.

¢) que seleccionada una persona que no tiene gripe, resulte ser un hombre.

d) que seleccionada una muger, resulte no tener gripe.

B5-07:

En un grupo de 100 personas, 50 escucha las noticias por radio, 70 ven
las noticias en Tv. y 30 escuchan la radio y ven la Tv. Calcula las proba-
bilidades de los siguientes sucesos:

a) escucha la radio o ve la Tv.

b) no escucha la radio y no ve la Tv.

¢) escucha la radio pero no ve la Tv.

B5-08:

El 20% de los empleados de una empresa son ingenieros y otro 20%
son economistas. El 75% de los ingenieros ocupa un puesto directivo y el
50% de los economistas también, mientras que entre el resto de emplea-
dos, tnicamente el 20% ocupa un puesto directivo. Calcula las siguientes
probabilidades:

a) que al seleccionar un empleado al azar resulte ser un ingeniero que no
ocupa un cargo directivo.

b) que al seleccionar un empleado al azar resulte no ser ni ingeniero ni
economista, pero ocupar un cargo directivo.

¢) que al seleccionar un cargo directivo al azar, resulte ser economista.

d) que al seleccionar un cargo directivo al azar, resulte ser ingeniero o
economista.

B5-09:

El 15% de los habitantes de un pais padece cierta enfermedad. Para diag-
nosticar la misma, se dispone de un procedimiento que no es completamente
fiable, ya que da positivo en el 90% de los casos de personas realmente en-
fermas, pero también da positivo en el 5% de personas sanas. Determina
la probabilidad de que:

a) esté sana una persona cuyo diagndstico ha sido positivo.

b) esté enferma una persona cuyo diagndstico ha sido negativo.

B5-10:
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Un monedero (A) contiene 2 monedas de 1 € y tres monedas de 2 €;
otro monedero (B) contiene 4 de 1 € y &8 de 2 €.

a) si elegimos un monedero al azar y extraemos de él 2 monedas, jcudl
es la probabilidad de que ambas monedas sean de 1 €7

b) si, tras elegir un monedero al azar, extraemos 2 monedas de él y re-
sultan ser dos monedas de 1 €, cudl serd la probabilidad de que hayamos
elegido el monedero A?

B5-11:

Tres aviones disparan simultdneamente sobre un blanco, siendo indepen-
dientes los disparos de uno y otro, y siendo la probabilidad de que un avién
acierte el blanco igual a 0.6. Calcular la probabilidad de que el blanco sea
destruido.

B5-12:

Una caja contiene 100 piezas, entre las cuales hay 20 defectuosas en
cuanto a su longitud, 12 defectuosas en cuanto a la anchura y 15 defectuosas
en cuanto a su altura. Por otra parte, sabemos que hay 7 piezas defectuosas
en longitud y altura, 4 en longitud y anchura, 5 en anchura y altura y 2
piezas defectuosas en sus tres dimensiones. Se pide:

a) Dibujar un diagrama de Venn representando la situacion.

b) Probabilidad de que una pieza tomada al azar presente un solo defecto.

¢) Probabilidad de que una pieza tomada al azar sea defectuosa solo en
longitud.

B5-13:

De 150 pacientes, 90 tienen una enfermedad cardiaca, 50 tienen cdncer
y 20 tienen ambas enfermedades.

a) Representar la situacion mediante un diagrama de Venn.

b) Determinar la probabilidad de que una persona tomada al azar tenga
una sola de las dos enfermedades.

B5-14:

Se tienen 2 urnas que contienen 13 y 15 bolas respectivamente. La urna [
contiene 5 Blancas y 8 Negras, mientras que la urna II contiene 6 Blancas
y 9 Rojas. Se toma, al azar, una bola de la urna Iy se pasa a la wrna II. A
continuacion, se toma, al azar, una bola de la urna II y se pasa a la urna
1. Extraemos, al azar, una bola de la urna I. Calcula la probabilidad de que
sea Roja.

B5-15:

Tres maquinas A, B y C han producido, respectivamente, 70, 20 y 10
piezas iguales que se encuentran en un cajon. Cada una de estas maquinas
presenta una probabilidad de producir una pieza defectuosa de 0.10, 0.20 y
0.40, respectivamente. Fxtraemos al azar una pieza del cajon. Se pide:

a) probabilidad de que resulte ser defectuosa.

b) si resulta ser una pieza defectuosa, probabilidad de que proceda de la
maquina A.

B5-16:
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Una mdquina se compone de dos elementos M y N. La probabilidad de
que el funcionamiento de M sea defectuoso es 0.05, y la de que el fun-
cionamiento de N sea defectuoso es 0.03. La mdquina funciona correc-
tamente siempre que lo hacen ambos elementos y también en el 30% de
los casos en que ambos son defectuosos. Calcula la probabilidad de que la
maquina no funcione correctamente.

B5-17:

Los habitantes de una ciudad reparten sus votos entre el partido A y el
B. El 55% de los habitantes son menores de 30 anos; de ellos el 80% son
del partido B. De los mayores de 30 anos, sélo lo son el 10%. Elegimos una
persona al azar:

a) caleula la probabilidad de que sea del partido A.

b) que resulta ser del partido A; calcula la probabilidad de que tenga
menos de 30 anos.

B5-18:

Una fdabrica produce ejes y cojinetes que ajustan entre si. El porcentaje
de cojinetes defectuosos es el 5% y el de ejes el 2%. Son utilizables cuando
ambos son Correctos y en el 50% de los casos en que ambos son Incorrectos.
Calcula la probabilidad de que sean utilizables.

B5-19:

Seleccionadas 4 personas al azar, calcula la probabilidad de que tengan
diferentes fechas de cumplearios.

B5-20:

A partir de los datos del censo de un pais, se conoce que, para una
persona tomada al azar: P(Blanca) = 0.8; P(Mujer/Blanca) = 0.52;
P(Soltera/Mujer A Blanca) = 0.4

Calcula la probabilidad de que una persona, tomada al azar, resulte ser
mujer, soltera y blanca.

B5-21:

Amelia, Javier y Ramdn, sortean, al azar, el orden en que van a entrar,
de uno en uno, por una puerta.

a) calcula la probabilidad de que los dos dltimos en entrar sean hombres.

b) determina si son independientes los sucesos S1 y Sa, siendo:

S1 1 "la mujer entra antes que alguno de los hombres”

So : "los dos hombres entran consecutivamente”

B5-22:

En un determinado lugar hay tres lugares de diversion a los que suelen
ir un grupo de tres amigos. Las probabilidades de que vayan al primero,
sequndo o tercero son, respectivamente, 0.3, 0.5 y 0.7 Halla la probabilidad
de que el grupo de amigos vaya:

a) solamente a uno de los lugares.

b) dnicamente a dos de los lugares.

¢) a los tres lugares.

B5-23:

La probabilidad de que tenga lugar el contrario de un suceso A es 1/3;
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la probabilidad de un suceso B es 3/4; y la probabilidad de que ocurran a
la vez los sucesos A y B es 5/8. Determina:

a) probabilidad de que se verifique el suceso A o el suceso B.

b) probabilidad de que no se verifique A y no se verifique B.

¢) probabilidad de que ocurra A sabiendo que se ha verificado B.

d) independencia de los sucesos A y B.

B5-24:

Se tienen dos urnas Uy y Uy cuyo contenido en bolas Rojas, Azules y
Verdes es:

- en la urna Uy: 4 bolas Azules, 3 bolas Rojas y 3 Verdes.

- en la urna Us: 4 bolas Rojas, 5 Azules y 1 Verde.

Se lanzan tres monedas y, si se obtienen exactamente dos caras, se extrae
una bola de la wrna Uy ; en otro caso, se extrae de la urna Us. Se pide:

a) Efectuar un diagrama para el experimento de lanzar las 8 monedas.

b) Calcular la probabilidad de que la bola extraida sea Azul.

B5-25:

a) Explica qué quiere decir que dos sucesos son independientes y qué
quiere decir que son incompatibles.

sDos sucesos con probabilidades no nulas pueden ser independientes e
incompatibles a la vez?. Justifica la respuesta.

b) Calcula la probabilidad P (AU B) sabiendo que:

P(A)=03,P(B)=04y P(A/B)=0.2.
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6.1 Problemas PAU

Junio 94:

En cierto barrio se quiere hacer un estudio para conocer mejor el tipo de
actividades de ocio que gustan mds a sus habitantes. Para ello van a ser
encuestados 100 individuos elegidos al azar.

a) Explicar qué procedimiento de seleccion seria mds adecuado utilizar:
muestreo con o sin reposicion. sPor qué?

b) Como los gustos cambian con la edad y se sabe que en el barrio viven
2.500 ninos, 7.000 adultos y 500 ancianos, posteriormente se decide elegir
la muestra anterior utilizando un muestreo estratificado.

b1. Definir los estratos

b2. Determinar el tamano muestral correspondiente a cada estrato.

Solucién:

Apartado a:

Todas las férmulas que hemos estudiado de teoria del muestreo y de
inferencia estadistica presuponen que las poblaciones son infinitas o que, si
no lo son, el muestreo aleatorio se realiza con reposicién.

Sin embargo, si la poblacién es suficientemente grande, y la muestra
cumple las condiciones de aplicacién de las pruebas o tests: ”es preferible
seleccionar la muestra sin reposicién, para evitar la posibilidad de que algiin
elemento se tenga que tener en cuenta mas de una vez”

Apartado bl:

Para efectuar un muestreo aleatorio estratificado, serd necesario que la
muestra refleje fielmente los estratos existentes en la poblacién; deben con-
siderarse los estratos formados por: ninos, adultos y ancianos.

Apartado b2:

El tamano muestral de cada estrato debera ser proporcional a la presencia
del mismo en la poblacién original:

Total: 2500 + 7000 + 500 = 10000
Nifios 2500 _ .25 — 25%
~ . 000
Poblacién: Adultos: % =0.70 — 70%
Ancianos: 15505 = 0.05 — 5%
Total: 100
Nifios 25100 = 25

_ . 0
Muestra : Adultos: ﬂ100 =170

- 100
Ancianos: 155100 =5
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Luego, la muestra debe estar formada por 25 ninos, 70 adultos y 5 an-
cianos.

Junio 95:

Una asociacion deportiva estd interesada en conocer los deportes preferi-
dos por ninos y adolescentes. Se plantea realizar una encuesta a 100 esco-
lares en un colegio que cuenta con 1.000 en total.

a) Comentar las caracteristicas de la muestra si el entrevistador entre-
vista a los 100 primeros ninos que localice a la entrada. sSe puede proponer
algin otro método de seleccion mds adecuado?. Razonar las respuestas.

b) La direccion del colegio facilita los datos siguientes sobre las edades
(z) de los estudiantes:

Edad n® alumnos
0<z<5h 50
<z <10 200

100<z<14 400
14 <2 <18 350

sComo se podria utilizar esta informacion para mejorar la seleccion?
¢ Cudl seria la composicion de edades de la muestra?

Solucién:

Apartado a:

Si se entrevista a los 100 primeros escolares que se localice a la entrada,
no se estd realizando un muestreo aleatorio; la muestra resultard, muy
probablemente, sesgada. Si el estudio se realiza a la hora de entrada, es
posible, por ejemplo, que los que se encuentren sean los mds estudiosos
y puntuales; si, por el contrario, se realiza durante el horario escolar, es
posible que los entrevistados sean los menos estudiosos y los que faltan a
clase.

Una opcién més correcta seria establecer un muestreo aleatorio estratifi-
cado a partir un listado de todos los alumnos y de los datos facilitados por
la direccién. Una posible manera de seleccionar la muestra es a partir de
nimeros aleatorios obtenidos de tablas, calculadora u ordenador.

Apartado b:

Para efectuar un muestreo aleatorio estratificado, serd necesario que la
muestra refleje fielmente los estratos existentes en la poblacién; deben con-
siderarse los estratos formados por las diferentes categorias de edad.

El tamano muestral de cada estrato debera ser proporcional a la presencia
del mismo en la poblacién original:

Total: 1000

0<z<15 504%:0.0545%
- Poblacién: 15<2<10 200 — 140—000 =0.2 = 20%

10 <2 <14 400 — - = 0.4 — 40%

7000
14<z<l18 350 - S0 — 035 - 35%
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Total: 100

0<z<15 @100:5

15 <z <10 ?%100:20

10<z<14 @100:40

14 <z <18 2100 =35

Luego, la muestra debe estar formada por los alumnos indicados en la

tabla anterior segin las categorias de edad.

- Muestra :

Junio 96:

La empresa de transporte urgentes ”El Rapido” asequra en su publicidad
que entrega el 80% de sus envios antes de las 12 de la marniana. Para con-
trastar la calidad de este servicio, la asociacion de consumidores selecciona
aleatoriamente 100 envios en diversos dias.

a) Establecer la hipdtesis nula y la hipdtesis alternativa.

b) Describir, en este caso, en qué consistirian los errores tipo I y tipo
1. ;Como se llama la probabilidad de confundirnos de modo que la aso-
ciacion acuse injustamente a la empresa de no cumplir sus compromisos
publicitarios?

¢) A partir de los datos de la muestra, el informe elaborado por la aso-
ciacion afirma que el valor obtenido es significativo. ;Como debe ser inter-
pretado este resultado?

Solucién:

Apartado a:

- Hipdtesis nula (Hy) : p > 0.8 ”al menos el 80% de los envios se entregan
antes de las 12 h. de la manana”

- Hip6tesis alternativa (Hy) : p < 0.8 "menos del 80% de los envios se
entregan antes de las 12 h. de la manana”

Las hipdtesis asf definidas, suponen plantear una prueba de contraste de
hipétesis unilateral.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipétesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipétesis nula, siendo ésta falsa.

La probabilidad de confundirnos al acusar injustamente a la empresa
seria, precisamente, el nivel de significaciéon « de la prueba. Estarfamos
cometiendo un error de tipo I.

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Hy: Decisién Correcta Error tipo II
p=1—-« p=2
Rechazar Hy: Error tipo I Decisién Correcta

Apartado c:

Si el valor obtenido en la prueba es significativo, entenderemos que la
diferencia encontrada no es debida al azar. Optaremos por rechazar la
hipétesis nula. Es decir, se pone en duda la afirmacién de la empresa acerca
de que el 80% de los envios se entregan antes de las 12 h. de la mafiana”.
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Junio 97:

Con el objetivo de controlar la calidad de sus productos, la fdbrica de
conservas "PEZ” ha decidido seleccionar parte de su produccion para un
andlisis detallado.

a) Comentar brevemente como podrian seleccionarse muestras aleatorias
de esa produccion. ;Deberia efectuarse un muestreo con o sin reposicion?
s Por qué?

b) La produccién diaria es de 6.000 latas de las que el 80% son de tamario
normal y el 20% restante corresponde a la lata “familiar”. Sabiendo que el
tamano muestral es n = 30, justificar cudntas latas de cada tipo "deberian”
estudiarse.

Solucién:

Apartado a:

Una posible manera de seleccionar la muestra es partir de nimeros aleato-
rios obtenidos de tablas, calculadora u ordenador.

Todas las férmulas que hemos estudiado de teorfa del muestreo y de
inferencia estadistica presuponen que las poblaciones son infinitas o que, si
no lo son, el muestreo aleatorio se realiza con reposicion.

Sin embargo, si la poblacién es suficientemente grande, y la muestra
cumple las condiciones de aplicacién de las pruebas o tests: ”es preferible
seleccionar la muestra sin reposicién, para evitar la posibilidad de que algin
elemento se tenga que tener en cuenta mas de una vez”

Conviene efectuar un muestreo aleatorio estratificado; si fuera sistemaético,
cabria la posibilidad de obtener una muestra sesgada (fallos sistematicos
de envasado...).

Apartado b:

Para efectuar un muestreo aleatorio estratificado, serd necesario que la
muestra refleje fielmente los estratos existentes en la poblacién; deben con-
siderarse los estratos formados por: latas de tamano Normal y latas de
tamano Familiar.

El tamano muestral de cada estrato debera ser proporcional a la presencia
del mismo en la poblacién original:

Total: 6000
- Poblacién: Normal: 80%
Familiar: 20%
Total: 30
- Muestra : Normal: %30 =24
Familiar: 1—00030 =6

Luego, la muestra debe estar formada por 24 latas de tamano Normal y
6 latas de tamano Familiar.

Septiembre 97:

La compania suministradora de gas desea estimar el nimero de viviendas
de la ciudad que tienen contratado su servicio, realizando una encuesta a
800 de las 10.000 viviendas que existen en la misma.
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a) La comparita dispone de un listado completo de las viviendas para
realizar la seleccion, ;qué diferencias hay si la muestra se toma con o sin
reposicion? ;Qué método es mds adecuado? Razonar las respuestas.

b) Una vez realizada la encuesta, la empresa se encontrd con que 640
viviendas entrevistadas tenian contratado su servicio. s En cudnto se puede
estimar el nimero total que lo tienen contratado en la ciudad?

Solucién:

Apartado a:

Todas las férmulas que hemos estudiado de teoria del muestreo y de
inferencia estadistica presuponen que las poblaciones son infinitas o que, si
no lo son, el muestreo aleatorio se realiza con reposicién.

Sin embargo, si la poblacién es suficientemente grande, y la muestra
cumple las condiciones de aplicacién de las pruebas o tests: ”es preferible
seleccionar la muestra sin reposicién, para evitar la posibilidad de que algiin
elemento se tenga que tener en cuenta mas de una vez”

Apartado b:

e Una estimacién puntual:

El mejor estimador puntual de la proporcién de viviendas de la ciudad
que tienen contratado el servicio de gas, es la proporcién observada en la
muestra:

- En la muestra: p= % =0.8 — 80%

- En la poblacién: p = 0.8 — 0.8 - 10000 = 8000 viviendas.

e Una estimacién por intervalo:

Se trata de determinar un Intervalo de Confianza.

Si aceptamos un nivel de confianza del 95% (nivel de significacién del
0.5% o a = 0.05), para una prueba bilateral, tendremos que: Zg =196

Sabemos que el Intervalo de Confianza para estimar una proporcién viene
dado por:

IC =P+ Z3,/BL =08+1.96- /%802 = (0.772,0.827)

Por tanto, en la poblacién tendremos entre:
0.772 - 10000 = 7720 y 0.827 - 10000 = 8270 viviendas.
La interpretacién de este Intervalo de Confianza es que:
”Si tomaramos un gran nimero de muestras del mismo tamano (800),
el 95% de los intervalos obtenidos contendrd la proporcién buscada en la
poblacién; tan sélo el 5% restante no contendra dicha proporcién”.

Junio 98:

En los dltimos tiempos, las ventas medias en un comercio, rondaban las
120.000 ptas. diarias. Sin embargo, hace unos meses se abrié una super-
ficie comercial cerca del mismo. El establecimiento defiende que las ven-
tas medias se mantienen o incluso han aumentado, pero que no han dis-
minuido. Para contrastar estadisticamente este supuesto se ha seleccionado
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una muestra de las ventas diarias realizadas después de la apertura de la
superficie comercial.

a) Establecer las hipdtesis nula y alternativa.

b) s Qué nombre recibe la probabilidad de que el establecimiento concluya
erréneamente que las ventas medias han disminuido? Explica cémo se de-
nomina y en qué consiste el otro error posible.

¢) El establecimiento ha encargado el estudio a un especialista, y en su
informe afirma textualmente que “el valor obtenido al realizar el contraste
es significativo”, pero el establecimiento no entiende el significado de la
frase. sSignifica que el establecimiento debe concluir que sus ventas dis-
minuyeron, o es lo contrario?

Solucién:

Apartado a:

- Hip6tesis nula (Hp) : ¢ > 120000 ”las ventas medias diarias se mantienen
o incluso han aumentado”

- Hipotesis alternativa (H;) : < 120000 ”las ventas medias diarias han
disminuido”.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipétesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipétesis nula, siendo ésta falsa.

La probabilidad de que el establecimiento concluya erréneamente que las
ventas han disminuido seria, precisamente, el nivel de significacién « de la
prueba. Estarfamos cometiendo un error de tipo 1.

Hj verdadera H, falsa
Aceptar Hy: Decisién Correcta Error tipo II
p=1-a p=8
Rechazar Hy: Error tipo I Decision Correcta
P=« p=1-0

Apartado c:

Si el valor obtenido al realizar el contraste es significativo, entendemos
que la diferencia encontrada no es debida al azar. Optaremos por rechazar
la hipdtesis nula. Deberiamos concluir que las ventas si han disminuido,
aunque serfa necesario especificar cudl es el nivel de significacién de la
prueba.

Septiembre 98:

Un Ayuntamiento va a realizar una encuesta para averiguar si los ciu-
dadanos estin a favor de las ultimas medidas urbanisticas que se han
tomado.

a) Para tal fin se ha contratado a dos personas que realizardn llamadas
telefénicas al azar durante una semana, todos los dias laborables, y en ho-
rario de oficina (de 10 a 14 horas). 5Qué opinidn te merece este proced-
mmiento? Independientemente de que el método propuesto anteriormente
sea correcto o no, propén un muestreo (telefénico o no) alternativo.

b) El Ayuntamiento pretende que la muestra contenga informacion de
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distintas zonas de la ciudad. Si se tiene la siguiente distribucion de habi-
tantes:

Zona Centro | Barrios periferia | Resto
n°® habitantes | 14.910 34.298 99.897
scomo distribuirias una muestra de 200 habitantes?
Solucién:
Apartado a:

Si se entrevista telefénicamente de la manera descrita, no se estd re-
alizando un muestreo aleatorio; los ciudadanos no seran seleccionados de
manera equiprobable. La muestra resultard, muy probablemente, sesgada.
Quedan excluidos, por ejemplo, todos aquello que no dispongan de teléfono,
ademds de aquellos que, atin teniéndolo, trabajen fuera de la localidad.

Como ventaja, en cambio, senalar que resulta un método sencillo y
econémico.

Una opcién més correcta seria establecer un muestreo aleatorio estratifi-
cado a partir un censo de toda la poblacién. Cabria estratificar en funcién
de grupos de edad o de zonas de residencia, por ejemplo. Una posible man-
era de seleccionar la muestra es a partir de niimeros aleatorios obtenidos
de tablas, calculadora u ordenador.

Apartado b:

Para efectuar un muestreo aleatorio estratificado, sera necesario que la
muestra refleje fielmente los estratos existentes en la poblacién; deben con-
siderarse los estratos formados por las distintas zonas de residencia.

El tamano muestral de cada estrato debera ser proporcional a la presencia

del mismo en la poblacién original:
Total: 14910 + 34293 + 99897 = 149100

. 14910 _
- Poblacién: Centro: LI00 0.1 — 10%

Periferia =0.23 — 23%
149

Resto 19199819% =0.67 — 67%

Total: 200

Centro: 11—(%200 =20

Periferia: %200 =46

Resto 25200 = 134

Luego, la muestra debe estar formada por 20 habitantes del centro, 46

de las zonas periféricas y 134 del resto de la ciudad.

- Muestra :

Junio 99:

La Concejalia de Juventud de un Ayuntamiento maneja el dato de que la
edad a la que los hijos se independizan de sus padres es una variable Normal
con media 29 anos y desviacion tipica 3 anos. Aunque la desviacion tipica
no plantea dudas, st se sospecha que la media ha descendido, sobre todo por
la politica de ayuda al empleo que ha llevado a cabo el Ayuntamiento. Ast,
de un estudio reciente sobre 100 jovenes que se acaban de independizar, se
ha obtenido una media de 28.1 anos de edad.

a) Con un nivel de significacion del 1%, spuede defenderse que la edad
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media no ha disminuido, frente a que si lo ha hecho como parecen indicar
los datos? Plantear el contraste o test de hipdtesis y resolverlo.

b) Explicar, en el contexto del problema, en qué consisten cada uno de
los errores de tipo I y II.

Nota: Algunos wvalores de la funcion de distribucion de la Normal de
media 0 y desviacidon tipica 1:

F(100) = 1; F(3) = 0.999; F'(2.33) = 0.99; F'(0.01) = 0.504

Solucién:

Apartado a:
1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:
- Hy:p>29 ”la edad media no ha disminuido”

- Hyip <29 ”la edad media ha disminuido”

2. Aceptamos el nivel de significacién impuesto y que se trata de una
prueba unilateral:

a=0.01 — Zo =2.33

3. Determinamos el Intervalo de Confianza para una media:

IC =T+ Zo% =281+233- \/% = (27.401,28.799)

4. Elegimos entre Hy y H:

Como que la media a contrastar (29) se encuentra fuera del Intervalo de
Confianza calculado, rechazamos la hipétesis nula Hy; es decir, no podemos
afirmar, con un nivel de significacién del 1%, que la edad media de emanci-
pacién en la poblacién sea mayor o igual a 29 anos; concluimos, por tanto,
que ha disminuido.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipétesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipétesis nula, siendo ésta falsa.

En este caso:

Error tipo I: Aceptar que la edad media ha disminuido cuando en realidad
no lo ha hecho.

Error tipo II: Aceptar que la edad media no ha disminuido cuando en
realidad sf lo ha hecho.

Hj verdadera H, falsa
Aceptar Ho: Decisi6én Correcta Error tipo II
p=1l-a p=2
Rechazar Hy: Error tipo I Decision Correcta
P=« p=1-0

Septiembre 99:

El 42% de los escolares de cierto pais suelen perder al menos un dia
de clase a causa de gripes y catarros. Sin embargo, un estudio sobre 1.000
escolares revela que en el dltimo curso hubo 450 en tales circunstancias.
Las autoridades defienden que el porcentaje del 42% para toda la poblacion
de escolares se ha mantenido.

a) Contrastar con un nivel de significacion del 5% la hipdtesis defendida
por las autoridades sanitarias , frente a que el porcentaje ha aumentado,
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como parecen indicar los datos, explicando claramente a qué conclusion se
llega.

b) sCémo se llama la probabilidad de concluir erréneamente que el % se
ha mantenido?

Nota: Algunos valores de la funcion de distribucion Normal de media 0
y desviacion tipica 1:

F(1000) = 1; F'(1.645) = 0.95; F'(1.92) = 0.9726; F'(0.05) = 0.5199

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:

- Ho : p <0.42 el 42% se ha mantenido (no ha aumentado)”

- Hy : p > 0.42 el 42% ha aumentado”

2. El nivel de significacién impuesto es del 5% y se trata de una prueba
unilateral, por tanto Z, = 1.645:

3. Calculamos el Intervalo de Confianza para una proporcién:

La proporcién observada en la muestra es: IA) = % =0.45
N A
IC=p+2, ﬂiﬁlzo%iﬂﬁﬁ-di%%ﬁ:(mu&aﬂm

4. Elegimos entre Hy y Hy:

Como que la proporcién a contrastar (0.42) se encuentra fuera del Inter-
valo de Confianza calculado, rechazamos la hipétesis nula Hy ; es decir, no
podemos afirmar, con un nivel de significacién del 5% que el porcentaje del
42% se ha mantenido en la poblacién.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipotesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipétesis nula, siendo ésta falsa.

La probabilidad de concluir erréneamente que el % se ha mantenido,
seria la probabilidad de aceptar la hipétesis nula siendo ésta falsa. Esta
probabilidad de denomina § y determina la potencia de la prueba que es
(1 — B3). Estarfamos cometiendo un error de tipo II.

n

H, verdadera H, falsa
Aceptar Hy: Decisi6én Correcta Error tipo II
p=1-a p=5
Rechazar Hy: Error tipo I Decision Correcta
P=a p=1-0

Junio 00:

A partir de la informacion que recoge las pautas de consumo diario
de cigarrillos de la poblacion femenina, las autoridades sanitarias desean
adoptar las medidas oportunas con objeto de reducir dicho consumo.

Consumo cigarrillos

0-51|5-10

10-15 | 15 - 25

25 - 35

Pob. femenina (miles) 2 10

15 7

2

a) Determine el consumo mds frecuente.
b) Calcule el consumo medio y su desviacion tipica.
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¢) La media y desviacion tipica del consumo masculino ha sido de 15 y 4,
respectivamente. Un consumo de 17 cigarrillos, jen que poblacion destaca
mds? jpor qué?

Solucién:

Apartado a:

El consumo maés frecuente se corresponde con la moda de esta distribu-
cién, que es el intervalo M, = (10 — 15) cigarrillos, o si se prefiere, con la
marca de clase de dicho intervalo: M, = 12.5 cigarrillos.

Apartado b:

Para calcular la media y la desviacién tipica, nos ayudamos de la siguiente

tabla:

0-5 2.5 2 5 12.5
5-10 7.5 | 10 75 562.5
10-15 | 12.5 | 15 | 187.5 | 2343.75
15-25 [ 20 7 140 2800
25-35 | 30 2 60 1800
36 | 467.5 | 7518.75
7= 2l - 4605 19 956

n
2= LELN g2 TSTS 19 062 — 40.218 —
— s = 1/40.218 = 6.341
Apartado c:
Podemos presuponer una distribucién normal en el consumo de cigarrillos
tanto de los hombres como de las mujeres, y tipificar en cada caso el valor
de 17 cigarrillos, mediante el cambio de variable: Z = X—;E

Hombres Mujeres
7 =15 T =12.986
s—4 s =6.341
7= 205 | 7= 1256 =633

De esta manera, comprobamos que el consumo de 17 cigarrillos destaca
més entre las mujeres, dado que ese valor supera a la media en 0.633 veces
la desviacién tipica.

Septiembre 00:

La empresa informdtica DEPALE, S.A. lanza al mercado un nuevo pro-
ducto cuya vida ttil se estima en 4.6 anos, en promedio, con una desviacion
tipica de 1.6 anos. La empresa decide realizar una promocion inicial con ob-
jeto de estimular las ventas. La promocion consiste en ofertar una garantia
de sustitucion del producto, sin coste adicional, si se detectase algin de-
fecto durante el primer ano de vida. Suponiendo que la duracion de este
producto sigue una distribucion normal, determine la probabilidad de tener
que reclamar su sustitucion después de adquirirlo.

{N(0,1) — F(2.25) = 0.9878}

Solucién:
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Comenzamos tipificando la variable, mediante el cambio de variable:

z=%Xt - z=146__9095

La progbabilidad que se nos pide sera:
p(Z < —2.25)=1-p(Z <225)=1-0.9878 = 0.0122

Junio 01:

Una empresa de automdviles estd estudiando algunas mejoras que ha
incluido en la nueva generacion de su gama de utilitarios. Hasta ahora, los
kilémetros que uno de estos automduviles podia recorrer -con un uso normal-
sin que fueran necesarias reparaciones importantes sequia una Normal con
media 220 (en miles de kilémetros) y desviacion tipica 15 (en miles de
kilometros). Las mejoras parecen haber surtido efecto, puesto que con 100
automoviles de la nueva generacion se ha obtenido una media de 225 (en
miles de kildmetros) sin ningin tipo de problema grave. Suponiendo que la
desviacion tipica se ha mantenido:

a) Plantea un test para contrastar la hipdtesis de que las mejoras no han
surtido efecto o incluso que han emperorado la situacion, frente a que st
han surtido efecto como parecen indicar los datos. Si se concluyera que la
media sigue igual o incluso bajé, y sin embargo esta conclusion fuera falsa,
scomo se llama el error cometido?

b) Con un nivel de significacion del 1%, sa qué conclusion se llega?

Nota: Algunos valores de la distribucion Normal de media 0 y desviacion
tipica 1:

F(100) = 1; F (3.33) = 0.999; F' (2.33) = 0.99; F' (0.01) = 0.504

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:
Hy:p <220 ”las mejoras no han surtido efecto”
Hy:p> 220 ”las mejoras si han surtido efecto”

2. Aceptamos el nivel de significacién impuesto y que se trata de una
prueba unilateral:
a=0.01 — Zo =233
3. Determinamos el Intervalo de Confianza para una media:
IC =T+ Zo %= =225+233- J% = (221.51,228.50)

4. Elegimos entre Hy y H:

Como que la media a contrastar (220) se encuentra fuera del Intervalo de
Confianza calculado, rechazamos la hipétesis nula Hy; es decir, no podemos
afirmar, con un nivel de significacion del 1%, que las mejoras no han surtido
efecto; concluimos, por tanto, que la nueva generacién de automdviles ha
supuesto una mejora.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipétesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipétesis nula, siendo ésta falsa.

En este caso:

Si se concluyera que la media sigue igual o incluso bajé, y sin embargo
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esta conclusion fuera falsa, estariamos cometiento un error de tipo II

H, verdadera H, falsa
Aceptar Ho: Decisién Correcta Error tipo II
p=1-a p=8
Rechazar Hy: Error tipo 1 Decisién Correcta

Septiembre 01:

Una de las entradas a cierta ciudad sufria constantemente retenciones de
trdafico, de forma que el tiempo de espera en la cola formada por el semdforo
alli instalado seguia una Normal de media 10 minutos y desviacion tipica 4
minutos. Con el fin de descongestionar ese punto y bajar la media de tiempo
de espera, se habilité una via de acceso auxiliar. Transcurrida una semana
se hizo un pequeno estudio sobre 36 vehiculos y se obtuvo que el tiempo
medio de espera en el citado semdforo fue de 8.5 minutos. Las autoridades
municipales mostraron su satisfaccion y dijeron que la medida habia fun-
cionado, pero la opinidn publica, sin embargo, defiende que la situacion
sigue igual. Suponiendo que la desviacion tipica se ha mantenido:

a) Plantea un test para contrastar la hipdtesis defendida por la opinidén
publica frente a la de los responsables municipales. Si se concluye que la
media de tiempo de espera bajé y realmente no lo hizo, ;como se llama el
error cometido?

b) A qué conclusion se llega con un nivel de significacion del 5% ¢

Nota: Algunos valores de la funcion de distribucion Normal de media 0
y desviacion tipica 1:

F (36) = 1; F (2.25) = 0.99; F (1.645) = 0.95; F' (0.05) = 0.5199

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:

- Hy:p>10 el tiempo de espera no ha disminuido”
-Hy <10 ”el tiempo de espera si ha disminuido”

2. Aceptamos el nivel de significacién impuesto y que se trata de una
prueba unilateral:
a=0.05 — Zo =1.645
3. Determinamos el Intervalo de Confianza para una media:
IC =7+ Zaﬁ =8.5+1.645- \/% = (7.403,9.596)

4. Elegimos entre Hy y Hi:

Como que la media a contrastar (10) se encuentra fuera del Intervalo de
Confianza calculado, rechazamos la hipétesis nula Hy; es decir, no podemos
afirmar, con un nivel de significacién del 5%, que el tiempo de espera no ha
disminuido; concluimos, por tanto, que la medida adoptada ha funcionado
y ha disminuido el tiempo de espera.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipétesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipdtesis nula, siendo ésta falsa.
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En este caso:
Si se concluye que la media de tiempo de espera bajé y realmente no lo
hizo, estaremos cometiendo un error tipo I.

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Hy: Decisién Correcta Error tipo II
p=1-—a p=3
Rechazar Hy: Error tipo 1 Decisién Correcta
p=« p=1-p

Junio 02:

En un hospital se observé que los pacientes abusaban del servicio de ur-
gencias, de forma que un 30% de las consultas podian perfectamente haber
esperado a concertar una cita con el médico de cabecera, porque no eran
realmente urgencias. Puesto que esta situacion ralentizaba el servicio, se re-
alizé una campana intensiva de concienciacion. Transcurridos unos meses
se ha recogido informacion de 60 consultas al servicio, de las cuales sdlo
15 no eran realmente urgencias:

a) Hay personal del hospital que defiende que la camparia no ha mejorado
la situacion. Plantea un test para contrastar esta hipdtesis frente a que st
la mejord. Si se concluye que la situacion no ha mejorado y realmente st lo
hizo, ;como se llama el error cometido?

b) A qué conclusion se llega en el test planteado en el apartado anterior
con un nivel de significacion del 1%?

Nota: Algunos valores de la funcion de distribucion Normal de media 0
y desviacion tipica 1:

F (0) =0.5; F(0.01) = 0.5; F(0.85) = 0.80; F' (2.33) = 0.99; F'(60) = 1

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:

- Hp:p>0.30 "el porcentaje del 30% no ha disminuido”

- Hy :p<0.30 7el porcentaje del 30% sf ha disminuido”

2. El nivel de significacién impuesto es del 1% y se trata de una prueba
unilateral, por tanto Z, = 2.33:

3. Calculamos el Intervalo de Confianza para una proporcién:

., A
La proporcién observada en la muestra es: p = % = % =0.25

A 17/\
IC=p+Z, ﬂn—pl = 0.25 4 2.33 - /223073 — (0,119, 0.380)

4. Elegimos entre Hy y Hy:

Como que la proporcién a contrastar (0.30) se encuentra dentro del Inter-
valo de Confianza calculado, aceptamos la hipétesis nula Hj ; es decir, no
podemos afirmar, con un nivel de significacién del 1% que, tras la campaiia,
el porcentaje de consultas que no eran urgencias, del 30%, haya disminuido.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipotesis nula, siendo ésta verdadera.
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- errores tipo II: aceptar la hipdtesis nula, siendo ésta falsa.
En este caso, al concluir que el porcentaje no ha disminuido, si realmente
si lo hubiera hecho, estariamos cometiendo un error tipo II

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Hy: Decisién Correcta Error tipo II
p=1-—a p=3
Rechazar Hy: Error tipo 1 Decisién Correcta
p=« p=1-p

Septiembre 02:

El alcalde de una ciudad prometid, en su programa, oponerse a la con-
struccion de una central de tratamiento de ciertos residuos, puesto que en
aquel momento solo un 10% de los ciudadanos estaban a favor de la cen-
tral. En los tltimos dias se ha encuestado a 100 personas de las cuales 14
estdan a favor de la central. El alcalde afirma sin embargo que el porcentaje
de ciudadanos a favor sigue siendo del 10% o incluso ha disminuido.

a) Plantea un test para contrastar la hipdtesis defendida por el alcalde,
frente a que sucedié lo contrario, como parecen indicar los datos. Si se
concluyera que el % ha aumentado y esta conclusion fuera falsa, ;como se
llamaria el error cometido?

b) Explica claramente a qué conclusion se llega en el test planteado en el
apartado anterior para un nivel de significacion del 5%.

Nota: Algunos valores de la funcion de distribucion Normal de media 0
y desviacion tipica 1:

F (100) = 1; F (1.33) = 0.91; F' (1.645) = 0.95; F' (0.05) = 0.5199

Solucién:

Apartado a:
1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:
- Hy:p<0.10 el porcentaje del 10% ha disminuido o se mantiene”

- Hy:p>0.10 7el porcentaje del 10% ha aumentado”

2. El nivel de significaciéon impuesto es del 5% y se trata de una prueba
unilateral, por tanto Z, = 1.645:

3. Calculamos el Intervalo de Confianza para una proporcién:

.. A
La proporcién observada en la muestra es: p = = = (.14

— 100
IC=p+2Z, o _ P) 0144 1645 |/ 2086 — (0,083, 0.197)

4. Elegimos entre Hy y Hy:

Como que la proporcién a contrastar (0.10) se encuentra dentro del In-
tervalo de Confianza calculado, aceptamos la hipétesis nula Hy ; es decir,
no podemos afirmar, con un nivel de significacién del 5% que, en la actual-
idad, el porcentaje de quienes se muestran favorables a la central, el 10%,
haya aumentado.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipotesis nula, siendo ésta verdadera.
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- errores tipo II: aceptar la hipdtesis nula, siendo ésta falsa.
En este caso, si se hubiera concluido que el % ha aumentado y esta
conclusion fuera falsa, el error cometido seria un error tipo I

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Hy: Decisién Correcta Error tipo II
p=1-—a p=3
Rechazar Hy: Error tipo 1 Decisién Correcta
p=« p=1-p

Junio 03:

Un 43% de la poblacion adulta de cierta ciudad sabia realizar el cambio
entre euros y pesetas correctamente. Mediante una campana informativa
se ha pretendido elevar ese porcentaje y parece que se han cumplido sus
objetivos a la vista del resultado de una encuesta a 110 personas: de ellas
55 sabian realizar bien tales operaciones. Sin embargo hay quien duda de
la efectividad de la camparia.

a) Plantear un test para contrastar que la campatia no ha surtido efecto
frente a que st lo ha hecho. Si se concluye que el porcentaje se mantuvo y
realmente subié jcomo se llama el error cometido?

b) ;A qué conclusion se llega en el test planteado en el apartado anterior
a un nivel de significacion del 1%?

Nota: Algunos wvalores de la funcién de distribucion de la Normal de
medioa 0 y desviacion tipica 1: F(110) = 1;F(2.33) = 0.99; F(1.48) =
0.93; F(0.01) = 0.504

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:

- Hp:p<0.43 el porcentaje del 43% no ha aumentado”

- Hy:p>043 "el porcentaje del 43% ha aumentado”

2. El nivel de significacién impuesto es del 1% y se trata de una prueba
unilateral, por tanto Z, = 2.33:

3. Calculamos el Intervalo de Confianza para una proporcién:

., A
La proporcién observada en la muestra es: p = % = % =0.5

A 1_/\
IC =p=+ 7, ﬂn—”l =0.5+2.33- /2505 — (0.389,0.611)

4. Elegimos entre Hy y Hi:

Como que la proporcién a contrastar (0.43) se encuentra dentro del In-
tervalo de Confianza calculado, aceptamos la hipétesis nula Hy ; es decir,
no podemos afirmar, con un nivel de significacién del 1% que, tras la cam-
pana, el porcentaje de personas que sabia realizar el cambio entre euros y
pesetas correctamente haya aumentado.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipétesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipdtesis nula, siendo ésta falsa.
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En este caso, al concluir que el porcentaje no ha aumentado, si realmente
si lo hubiera hecho, estariamos cometiendo un error tipo II

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Ho: Decisién Correcta Error tipo II
p=1l-«a p=72
Rechazar Hy: Error tipo I Decisién Correcta
p=uw p=1-p

Septiembre 03:

Una cadena de establecimientos comerciales lleva unos meses ofreciendo
a sus clientes un descuento en sus compras siempre que estas se realicen
utilizando la tarjeta propia de la cadena. Hasta que comenzaron los de-
scuentos, la proporcion de compras que se efectuaban con la tarjeta era
del 18%. Recientemente se ha tomado una muestra de 150 compras de las
cuales 39 han sido realizadas con la tarjeta.

a) Plantea un test para contrastar la hipdtesis de que los descuentos no
han tenido efecto en el uso de la tarjeta, frente a que han aumentado su
uso, como parecen indicar los datos. St se concluyera que la proporcion de
compras realizadas con la tarjeta se mantuvo y esta conclusion fuera falsa
scomo se llama el error cometido?

b) Explica claramente a que conclusion se llega en el test planteado en el
apartado anterior para un nivel de significacion del 1%.

Nota: Algunos valores de la funcion de distribucion Normal de media O
y desviacion tipica 1:

F(150) =1;F(39) =1;F (2.55) =0.995;F (2.33) =0.99;F (0.26) =0.603

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:

- Hy:p<0.18 ”los descuentos no han tenido efecto”
- Hy :p>0.18 ”los descuentos si han tenido efecto”

2. El nivel de significacién impuesto es del 1% y se trata de una prueba
unilateral, por tanto Z, = 2.33:
3. Calculamos el Intervalo de Confianza para una proporcién:

. A
La proporcién observada en la muestra es: p = - = 0.26

150
A ’A’(l*@ /0.26-0.74
IC=p+ 2, — =0.26 +2.33 - /=5 = (0.176,0.343)

4. Elegimos entre Hy y H;:

Como que la proporcién a contrastar (0.18) se encuentra dentro del In-
tervalo de Confianza calculado, aceptamos la hipétesis nula Hy ; es decir,
no podemos afirmar, con un nivel de significaciéon del 1% que el porcentaje
del 18% que utilizaba tarjeta para efectuar sus compras haya aumentado.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipétesis nula, siendo ésta verdadera.

- errores tipo II: aceptar la hipdtesis nula, siendo ésta falsa.
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En este caso, si se concluyera que la proporcién de compras realizadas
con la tarjeta se mantuvo y esta conclusion fuera falsa, el error cometido
serfa un error tipo IT

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Hy: Decisién Correcta Error tipo II
p=1-—a p=3
Rechazar Hy: Error tipo 1 Decisién Correcta
p=« p=1-p

Junio 04:

En los 1ltimos anos, el consumo familiar diario de cierta ciudad en elec-
tricidad (en kw) seguia una Normal de media 6’3 con desviacion tipica de
1°2. Sin embargo, desde hace unos meses las tarifas eléctricas han exper-
imentado varias reducciones, y se piensa que esto ha podido repercutir en
un aumento del consumo. Recientemente, para una muestra de 47 familias
se ha obtenido un consumo medio diario de 6°8. Suponiendo que el con-
sumo sigue siendo aproximadamente Normal y que la desviacidn tipica se
ha mantenido:

a) Plantea un test para contrastar que el abaratamiento de las tarifas
no ha influido en el consumo, frente a que ha tenido la repercusion que
se piensa, como parecen indicar los datos. Si se concluyera que la media
de consumo se ha mantenido y realmente subié ;como se llama el error
cometido?

b) A qué conclusion se llega en el test planteado en el apartado anterior
con un nivel de significacion del 1%?

Nota: algunos valores de la distribucion de la Normal de media 0 y
desviacion tipica 1: F(6'8)=1, F(2’86)=0"998, F(2°33)=0"99, F(0°01)=0"504

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:

- Hp:p<6.3 7el consumo de kw. no ha aumentado”
-Hy:pp>6.3 "el consumo de kw. s ha aumentado”

2. Aceptamos el nivel de significacién impuesto y que se trata de una
prueba unilateral:
a=0.01 — Zo =233
3. Determinamos el Intervalo de Confianza para una media:
IC=7+ Za% =6.84+2.33- \}T% = (6.392,7.207)

4. Elegimos entre Hy y Hy:

Como que la media a contrastar (6.3) se encuentra fuera del Intervalo de
Confianza calculado, rechazamos la hipétesis nula Hy; es decir, no podemos
afirmar, con un nivel de significacién del 1%, que el consumo se haya man-
tenido; concluimos, por tanto, que la reduccién de las tarifas ha incremen-
tado el consumo de kw.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipotesis nula, siendo ésta verdadera.
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- errores tipo II: aceptar la hipdtesis nula, siendo ésta falsa.

En este caso, si se hubiera concluido que la media de consumo se ha
mantenido mientras que realmente hubiera subido, estariamos cometiendo
un error tipo II.

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Ho: Decisién Correcta Error tipo II
p=1—o p=72
Rechazar Hy: Error tipo I Decisién Correcta
p=uw p=1-p

Septiembre 04:

Se cree que el comportamiento de ciertos microorganismos marinos se ha
visto afectado por un vertido residuos, reduciéndose en particular el tiempo
de vida de dichos microorganismos. Antes del vertido ese tiempo sequia una
Normal de media 45 dias y desviacion tipica 4 dias. Unas semanas después
del vertido se contabilizé el tiempo de vida de una muestra de 50 microor-
ganismos, obteniéndose una media de 43 dias de vida. Suponiendo que el
tiempo de vida sigue siendo aprorimadamente Normal y que la desviacion
tipica se ha mantenido,

a) Plantea un test par contrastar la hipdtesis de que el vertido de residuos
no les ha afectado frente a que ha influido en la forma en que se cree. Si
se concluyera que st afectd y esta conclusion fuera falsa ;como se llama el
error cometido?

b) Explica claramente a qué conclusion se llega en el test planteado en el
apartado anterior para un nivel de significacion del 3%.

Nota: algunos valores de la distribucion de la Normal de media 0 y
desviacion tipica 1: F(3°54)=1, F(1’82)=097, F(0°03)=0"51

Solucién:

Apartado a:

1. Formulamos las hipétesis nula y alternativa:

- Hp:p>45 ”el tiempo de vida no ha disminuido”
- Hy:p<4b el tiempo de vida sf ha disminuido”

2. Aceptamos el nivel de significacién impuesto y que se trata de una
prueba unilateral:
a=0.03 — Zo =1.82
3. Determinamos el Intervalo de Confianza para una media:
IC=7+ Za% =43+1.82- \/% = (41.97,44.03)

4. Elegimos entre Hy y Hy:

Como que la media a contrastar (45) se encuentra fuera del Intervalo de
Confianza calculado, rechazamos la hipétesis nula Hy; es decir, no podemos
afirmar, con un nivel de significacién del 3%, que el tiempo de vida no ha
disminuido; concluimos, por tanto, que el vertido ha influido, disminuyendo
el tiempo de vida de los microorganismos.

Apartado b:

- errores tipo I: rechazar la hipotesis nula, siendo ésta verdadera.
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- errores tipo II: aceptar la hipdtesis nula, siendo ésta falsa.

En este caso, si se concluyera que el vertido afect6 a los microorganismos
reduciendo su tiempo de vida y esta conclusion fuera falsa, estariamos
cometiendo un error tipo I.

Hy verdadera H, falsa
Aceptar Ho: Decisién Correcta Error tipo II
p=1—o p=72
Rechazar Hy: Error tipo I Decisién Correcta
p=uw p=1-p

6.2 Problemas propuestos

B6-01:

Se ha tomado una muestra en 40 aves rapaces que habitan en cierto eco-
sistema. Se ha detectado que 18 de ellas eran portadoras de una enfermedad
transmitida a través de los conejos. Si sabemos que la poblacion de aves ra-
paces en dicho ecosistema es de 2.500 unidades, determina, con un nivel
de confianza del 90%, el nimero de aves rapaces enfermas.

B6-02:

Una muestra aleatoria de 100 alumnos que terminan el bachiller de Cien-
cias Sociales, revela que su media de edad es 18,1 anos. Determina, con un
nivel de confianza del 95%, la edad media de los estudiantes que finalizan
dicho bachillerato, si sabemos que la desviacion tipica en dicha poblacion
es 0.4 anos.

B6-03:

De las 6.000 piezas de plastico que se fabrican diariamente en una em-
presa, se escoge una muestra al azar compuesta por 150 unidades. En esta
muestra se observan 100 unidades cuya terminacion y acabado superan el
control de calidad de la propia empresa. El gerente de la empresa mantiene
que, al menos un 80% de la produccion de la misma superard dicho control
de calidad. Plantear y resolver una prueba de contraste de hipdtesis que per-
mita, con un niwel de confianza del 95%, aceptar o no dicha informacién.

B6-04:

El gerente de un centro de salud con especialidades, afirma que el tiempo
medio de espera para la realizacion de una mamografia es igual o inferior
a 25 dias. Se quiere contrastar esta informacidn, con un nivel de confianza
del 99%. Para ello, se toma una muestra aleatoria de 200 pacientes y se de-
terminan los siguientes datos: tiempo medio de espera=27 dias; desviacion
tipica=15. Plantear y resolver un contraste de hipdtesis para valorar la afir-
macion del gerente del centrol.

B6-05:

Se desea hacer una encuesta para medir, con un 95% de nivel de confi-
anza, la proporcion de jovenes del barrio que practica algin deporte. Real-
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1zamos una encuesta piloto sobre 200 jovenes seleccionados al azar y obten-
emos que 120 de ellos practican algin deporte. ;Cudl deberd ser el tamano
de la muestra para garantizar que el error mdzimo no supera el 0.027

B6-06:

Una empresa desea medir el tiempo de duracion de uno de sus productos,
un cierto modelo de radio; se sabe que la desviacidon tipica de ese tiempo
de duracion en la poblacion es 2 anos. ;De qué tamano ha de tomarse
la muestra de radios para tener una confianza del 99% vy que el error de
estimacion no supere el medio ano?

B6-07:

Se ha tomado una muestra aleatoria de 100 individuos a los que se ha
medido el niwel de glucosa en sangre, obteniéndose una media muestral de
110 mg/cc. Se sabe que la desviacion tipica de la poblacion es de 20 mg/cc.

a) Obtén un intervalo de confianza, con un nivel de significacion del 10%,
para estimar el nivel de glucosa en sangre de la poblacidn.

b) s Qué error mdximo se comete con la estimacion anterior?

¢) En las condiciones anteriores, jresulta aceptable la hipdtesis de que la
media en la poblacidn de glucosa en sangre es de 100 mg/cc?

Justifica las respuestas. Nota: Algunos valores de la funcion de distribu-
cion Normal de media = 0 desviacion tipica 1 son: F(1000)=1; F(2,33)=0,99;
F(1,28)=0,90; F(1,645)=0,95

B6-08:

Hemos tomado una muestra aleatoria de 50 conejos en un criadero in-
dustrial. Se ha encontrado que 14 de ellos presentaban una enfermedad
que, probablemente, adquirian a través del pienso con que se alimentaba.
sabemos que la poblacion de conejos en el criadero es de 5000 unidades;
determina, con un nivel de significacion del 5%, el niimero de conejos en-
fermos.

B6-09:

Hemos tomado una muestra aleatoria de 200 personas que acudian a un
cierto mercado a realizar sus compras de comestibles. Hemos encontrado
que su media de edad es 43.2 anos. con una desviacion tipica de 18.6 anos.
Determina, con un nivel de significacion del 10%, la edad media de las
personas que acuden a ese mercado a realizar sus compras.

B6-10:

Una empresa de conservas de bonito envasa diariamente 2500 latas. Se
selecciona una muestra al azar compuesta por 100 latas. En esta muestra
se observan 90 latas cuyo contenido neto en bonito es mayor que los 200
gramos que se indican en la etiqueta. El director de la fdbrica conservera
mantiene que, al menos un 95% de las latas que se producen en la misma
contiene mdas que los 200 gramos indicados. Plantear y resolver una prueba
de contraste de hipdtesis que permita, con un nivel de significacion del 5%,
aceptar o no dicha informacion.

B6-11:
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El director de la cooperativa de RadioTazis de una ciudad, asi como el
concejal del ayuntamiento responsable del tema, manifiestan que el servicio
funciona adecuadamente y que el tiempo medio de espera desde que se pro-
duce una llamada telefonica es igual o inferior a los 12 minutos. Algunos
usuarios de esa ciudad no estdn demasiado convencidos de ello y desean
contrastar esta informacion, con un nivel de significacion del 5%. Para ello,
toman una muestra aleatoria de 300 llamadas y calculan la siguiente infor-
macion: tiempo medio de espera=14 minutos; desviacion tipica=5. Plantear
y resolver un contraste de hipdtesis para valorar la afirmacion del director
de la cooperativa y del concejal..

B6-12:

En una ciudad se ha remodelado una avenida central y se han colocado
unas farolas modernistas que han causado cierta polémica. Se desea hacer
una encuesta para medir, con un 1% de nivel de significacion, la proporcion
de personas favorables a la colocacion de dichas farolas. ;Cudl deberd ser
el tamamno de la muestra para garantizar que el error mdximo no supera los
tres puntos?

B6-13:

Una empresa de neumdticos estd ensayando un nuevo modelo para lanzar
al mercado. Desea realizar un muestreo para estimar la vida media, en
km., de este nuevo neumdtico con un nivel de significacion del 5% y con la
garantia de que el error de estimacidn no supere los 3.000 km. Se desconoce
la desviacion tipica, pero por las similitudes del proceso de fabricacion con
otros modelos, puede suponerse que es de 20.000 km. ;Qué tamano deberd
de tener la muestra?

B6-14:

Se ha tomado una muestra aleatoria de 75 jovenes de 18 anios a los que
se ha medido su altura; se ha obtenido una media muestral de 169.7 cm.
Se sabe que la desviacion tipica de alturas en la poblacion de referencia es
de 4.2 cm.

a) Obtén un intervalo de confianza, con un nivel de significacion del 5%,
para estimar la altura de los jovenes de 18 anos en dicha poblacion.

b) ¢ Qué error mazimo se comete con la estimacion anterior?

¢) En las condiciones anteriores, sresulta aceptable la hipdtesis de que la
altura media en la poblacion de 172 cm.?

Justifica las respuestas. Nota: Algunos valores de la funcion de distribu-
cion Normal de media = 0 desviacion tipica 1 son:

F(1000)=1; F(2,33)=0,99; F(1,28)=0,90; F(1,645)=0,95

B6-15:

Una empresa fabrica cojinetes de bolas; se ha tomado una muestra al
azar de 200 cojinetes hechos por una determinada maquina, obteniendo una
media de 2.05 cm. de radio y una desviacion tipica de 0.1 c¢m. El director
de calidad de la empresa sostiene que el radio medio de los cojinetes que
se fabrican es de 2 cm. Contrasta esta afirmacion mediante un test de
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hipdtesis para un grado de confianza del 95%.

B6-16:

Se sabe que el contenido de fructosa de cierto alimento sigue una dis-
tribucion normal, cuya varianza es conocida, teniendo un valor de 0.25. Se
desea estimar el valor de la media poblacional mediante el valor de la media
de una muestra, admitiendose un error maximo de 0.2 con una confianza
del 95%. ;Cudl ha de ser el tamano de la muestra?

B6-17:

En un Instituto de Ensenianza Secundaria hay matriculados 800 alum-
nos. Se selecciond una muestra aleatoria del 15% de los alumnos, y se les
preguntd si utilizaban la cafeteria del instituto. Contestaron negativamente
un total de 24 alumnos. Con una confianza del 99%: estima el porcentaje de
alummnos que utilizan la cafeteria del instituto y determina el error mdzimo
cometido con dicha estimacion

B6-18:

Una compania de electrodomésticos desea estimar la proporcion de fa-
milias de una determinada ciudad que poseen horno microondas. Para ello
tienen que tomar una muestra aleatoria de n familias. Calcula el valor
minimo de m para garantizar que, con un nivel de confianza del 95%, el
error en la estimacion sea menor que 0.05.

B6-19:

Un sindicato realiza una encuesta entre 64 los trabajadores de una cierta
poblacion; encuentra los siguientes resultados: el tiempo medio de duracion
de un empleo es de 6.5 anos, con una desviacion tipica de 4 anos. Dias
después, en la prensa, aparece el siguiente titular "el tiempo medio de du-
racion de un empleo es menor o igual a 6 afios". Queremos saber si, con
un nivel de significacion del 5%, puede justificarse el titular periodistico.

B6-20:

En un determinado barrio se selecciond al azar una muestra de 100 per-
sonas cuya media de ingresos mensuales resultaba igual a 1060 € con una
desviacion tipica de 200 €.

Si se toma un nivel de confianza del 95%, scudl es el intervalo de confi-
anza para la media de los ingresos mensuales de toda la poblacion?

Si se toma un nwel de significacion igual a 0,01, scudl es el tamano
muestral necesario para estimar la media de ingresos mensuales con un
error menor de 30 €7

B6-21:

Se desea estimar la proporcion p de individuos dalténicos de una poblacion
a través del porcentaje observado en una muestra aleatoria de individuos
de tamano n.

a) Si el porcentaje de individuos dalténicos en la muestra es igual al 30%,
calcula el valor de n para que, con un nivel de confianza del 0.95, el error
cometido en la estimacidén sea inferior al 3.1%.

b) Si el tamanio de la muestra es de 64 individuos y el porcentaje de
indwiduos dalténicos en la muestra es del 35%, determina, usando un nivel
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de significacion del 1%, el correspondiente intervalo de confianza para la
proporcion de dalténicos de la poblacion.

B6-22:

En su propaganda, una empresa asegura que las bombillas que fabrica
tienen una duracion media de 1600 horas, al menos. A fin de contrastar
este dato, se tomd una muestra aleatoria de 100 bombillas, obteniendose
una duracion media de 1570 horas, con una desviacion tipica de 120 horas.
¢ Puede aceptarse la informacidn de los folletos con un nivel de confianza
del 95%%

B6-23:

En una comunidad auténoma se desea estudiar el nimero medio de hijos
por muger a partir de los datos disponibles en cada municipio. Se supone
que este nimero stgue una distribucion normal con desviacion tipica igual
a 0.08. El valor medio de estos datos para 36 municiptos resulta ser igual a
1.17 hijos por mujer. Se desea contrastar, con un nivel de significacion de
0.01, si el nimero medio de hijos por mujer en la comunidad es de 1.25.

a) s Cudles son la hipdtesis nula y la alternativa en el contraste de hipdte-
sis?

b) Determinese la region critica del contraste.

¢) sEs posible aceptar la hipdtesis con el nivel de significacion indicado?

B6-24:

A partir de la informacion suministrada por una muestra aleatoria de
100 familias de cierta ciudad se ha determinado el intervalo de confianza
al 99% para el gasto medio mensual por familia (en euros) en electricidad.
Este intervalo resulta ser: (42,58). Determina, justificando las respuestas:

a) La estimacion puntual que dariamos para el gasto mensual por familia
en electricidad en esa ciudad.

b) sQué numero de familias tendriamos que seleccionar al azar como
minimo para garantizarnos, con una confianza del 99%, una estimacion de
dicho gasto medio con un error mdzimo no superior a 3 euros?

B6-25:

La altura de los jovenes de una cierta comunidad auténoma se distribuye
segun una ley normal de media desconocida y varianza 25 cm?. Se ha
seleccionado una muestra aleatoria y, para un nivel de confianza del 95%,
se ha construido un intervalo de confianza para la media poblacional cuya
amplitud es de 2.45 cm.

a) ¢Cudl ha sido el tamario de la muestra seleccionada?

b) Determina el limite superior y el inferior del intervalo de confianza si
la muestra tomada dio una altura media de 170 cm.
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A.1 Soluciones Problemas Bloque 1

B1-01:
=+ y+ 2 = 60000
x=2(y+2) — {x = 40000,y = 15000, z = 5000}
0.05z + 0.1y 4 0.2z = 4500
B1-02:
r—4+1=x-3
y—1+2=y+1 —>{ z+f;3_—|’:; —{r=5+zy=1+z2}

z4+4—-2=2z+2
Resulta un S.C.I. El enunciado se cumplird siempre que en el hotel haya
un nimero de huéspedes que sea miiltiplo de 3 y mayor o igual a 6.

x 5 6 7 8 9
y | |1 23 4 5
z o1 2 3 4
Total 6 9 12 15 18
B1-03:
24z +24-0.7y + 24 - 0.62 = 12768
z+y+2z=1600 — {z =400,y = 120, z = 80}
y+z=3
B1-04:
Representamos los vuelos desde A (filas) hasta B (cols.):
11 2 0
X,=| 011 2
0 010
Representamos los vuelos desde B (filas) hasta C' (cols.):
2 2
2 2
X2=1 9 9
2 2
Representamos los vuelos directos desde A (filas) hasta C' (cols.):
1 0
Xs=| 00
0 0

Los vuelos del pais A al C, necesiten o no efectuar transbordo en el pais
B, serén:
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1 0 11 2 0 ; ; 9
Xs3+X1-Xo=1 0 0 )]+ 0 1 1 2 9 9 | = 8
0 0 0 010 9 9 2
B1-05:
nudo A: zo + 300 + 60 = 21
nudo B: — z3 =404+ 80 + o
nudo C: z1 + 160 = 23 + 24
300 + 60 = x;
- cortar trafico en AB significa: zo = 0 — z3 =404 80

x1 4+ 160 = x3 + 24
{z3 = 120,21 = 360,24 = 400} — ST
z9 +3004+60=0
x3 =40 4+ 80 + xo
160 = 3 + x4

- cortar trafico en AC significa: z; = 0 —

{z4 =400, 29 = —360,23 = —240} — NO

z2 4+ 300 + 60 = x4
0=40+480+ x>
x1 + 160 = x4

- cortar tréfico en CB significa: z3 = 0 —

{LU4 = 400, Ty = —120,%1 = 240} — NO
B1-06:
x4y + 2z =42000
1.22 4+ 1.5y + 22 = 64000 — {x = 12000,y = 20800, z = 9200}

x=04(y+2)
B1-07:
0 0 1
AT = A-1 = 1 0 0
0 1 0
1 0 0
(A.AT)QOO?;:(A.A,1)2003:(I)2003:I: 01 0
0 0 1
B1-08:
ca#—-1lya#2 — S.C.D.
ca# -1 — S
ca# 2 — S
B1-09:
1 2 a b\ _(a+2c b+2d
0 1 c d ) c d .
a b 1 2\ [(a 2a+b
c d 0 1 c 20—|—d>
a+2c=a — ¢c=0
b+2d=2a+b — a=d _(a b>
— B =
c=c 0 a
d=2c+d

B1-10:

N CO OO
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n? -n
<n2(2n1) 1)(
csinZ0An#£1An#—
M| £ 0 — (M) = (
dnica)
csin=0—|M|=0—-r(M)=1y r(M,) =2 — S.I. (No solucién)
csin=1—-|M|=0—-r(M)=1y r(M,) =2 — S.I. (No solucién)

= |

csin=—-3—|M|=0—rM)=1yr(M,) =1— S.C.I (Infinitas
soluciones)
. dr —2y =1 3. _
n—2—>{ 120 —y =8 —{z=1y=1}
B1-11:
6z —9y+22=5 6 —9y+22z=5
S.I.: 2t —-3y+z2=4 ; S.C.I. 20 -3y +z=4
6x — 9y +2x =6 4o — 6y +22=28
B1-12:
r+y+2z=3900
y =22 — {z =650,y = 1300, z = 1950}
2oy
B1-13:
Tz 4 by + 62 = 18750
z=2y — {x = 1000,y = 1750,z = 500}
3z +2=2y
B1-14:
0 1 1 1 -1 -1
c'=(0o0 1 |;D'=( -1 2 2
b3l 2 2 3
-3 2 2 2 1 0 -4 -1 0
C-D= 1 -1 0 -1 1 -1 = 3 0 1 —
0o 1 0 2 0 1 -1 1 -1
1 1 _1
2 2 2
(C-D)~t= 1 2 2
3 3 3
2 2 2 ) ) )
1 -1 -1 0 1 1 5 —5 —3
Dtcl=| -1 2 2 0 0 1 |= 1 2 2
R AR
B1-15:
z+y+2=90
r+075%xy+05%x2=64 — {x=31,y=14,2z=45}
z=(r+y)
B1-16:
X:(—l -1 —1);Y:noexiste.
B1-17:

(5 ~ahu ) (5)=(%")
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csia#1lyas#—-2— SC.D.
-sia=1— S.C.I.

-sia=2— S.1.
B1-18:
2 3 1 7 1 2
A= -1 -2 5 ;B=| -6 6 7
6 1 -6 2 -3 -2
B1-19:
-sia # —1Aa # 2 — S.C.D. (solucién tnica y trivial) — {z =y = z = 0}
-sia=—-1V a=2— S.C.I. (infinitas soluciones)
4o —42=0
a=-1—-< z—y+2=0 —{rx=zy=2z2z2=z}
—rz4+y—2=0
4r —42=0
a=2—-<¢ z—y—2z2=0 —{rx=zy=—-22=2z}
—r—2y—2=0
B1-20:
1 -1 1 T 6
-1 -1 a—4 )| y | = 7
1 1 2 z 11

-Sia#2— S.C.D. (solucién unica).
-Sia =2 — S.I. (no solucién).

rT—y+z2==6
a=3— —x—y—z2=7 —>{x:—3—27,y— 2,2—18}
T+y+2z=11
B1-21:
z+y+ 2z =400

T +y+ 2z =600 — {z =100,y = 100, z = 200}
22 + 3y + 5z = 1500
B1-22:
x—9y+ 5z =33
r4+3y—z2=-9 —{z=-3k+3y=1k-I1 2=k}
r—y+z2=95
) Es un sistema compatible e indeterminado con infinitas soluciones.
Cualqulera de las tres ecuaciones es combinacién lineal de las otras
dos por lo que puede ser eliminada y obtenerse un sistema equivalente.
B1-23:
XAB—-XC =20 - X(AB-C)=2C — X =2C(AB-C)"!

-1 1
(5 1)
B1-24:

r+y+z=22

_1 =3 _
a) 2y + 3z =2z —{z=1k+1ly Sk+11,z =k}
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rH+y+z=22
b) 2y+32=22 —{r=12,y=6,z=4}
T =2y

H 'x — x4+5 — x+5—-4
M: y — y+6 — y+6+4+2
Y
Y

—{z =9,y =22} — {zy =10,y; = 30}

A.2 Soluciones Problemas Bloque 2

B2-01:
300z + 400y
o 1 . 3x + 3y < 120
Sea:| X= no b}bl}otecas pino 32+ 6y < 180 —
y = n° bibliotecas castano
x>0
y=>0
— {x =20,y = 20} ; Beneficios: 14000€
B2-02:
40z 4 60y
- . 6 + 6y > 30
Sea: | © lﬁg‘ piﬁzg ?; 52410y > 35 —
y=>0
— {x =3,y =2}; Coste: 240 €.
B2-03:
2z + 1.5y
x = n° empanadas grandes 0.52 +0.25y < 20
Sea: |~ I WP grande 0.25z +0.25y < 15 —
y = n° empanadas pequenas
x>0
y=>0
— {z =20,y = 40} ; Beneficio: 100 €.
B2-04:
8z + 12y
o, . 4z + 2y < 440
Sea: | X~ E 32 2?22 ‘g‘ 0.252 + 0.5y < 65 —
y=>0

— {z =60,y = 100} ; Ventas: 1680 €
B2-05:
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90z + 150y
<
x = n° televisores tipo TV1 300z + 500y < 7000
Sea: = n° televisores tipo TV2 cty<20 -
y=>0

—{z=0,y=14};{z =5y =11};{z =10,y =8} ;{z = 15,y = 5} ;
Beneficio: 2100 €
B2-06:

Sea:

2000z + 3000y

1000z + 2000y > 80000
x = n° dfas trabajo planta P1 3000z + 2000y > 160000
y = n? dfas trabajo planta P2 5000z + 2000y > 200000

x>0

y=>0

— {z =40,y = 20}; Coste: 140000 €
B2-07:

x = n° rompecabezas pequenos

Sea: y = n° rompecabezas grandes
4.5z + 6y
x <400
Z i;og 500 {z =200,y = 300} ; Beneficio: 2700 €
>0
y>0
6x + 4.5y
x <400
<
513@5% — {z =400,y = 100} —Beneficio: 2850 €
>0
y>0
B2-08:
10002 + 500y
x > 50
<
Sea: | X7 n° motos modelo A z N ;5 -
e y = 1n° motos modelo B y=
z+y <400
x>0
y=>0

— {z =75,y = 325} ; Beneficio: 237500 €
B2-09:
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0.12z 4 0.08y
z +y < 30000
Sea: x = € a invertir en fondo A z < 12000
" | y = €. ainvertir en fondo B y <2z
x>0
y=>0
— {z =12000,y = 18000} ; Beneficio: 2880
B2-10:
60z 4 80y
Sea: | X= n° de estar.lterias g‘g: JSF §y+§83200 .
y = n° de archivadores
x>0
y=>0
— {z =400,y = 600} ; Beneficio: 72000 €
B2-11:
x = n° de dias a pasar en la costa
Sea . -
y = n° de dfas a pasar en la montana
T +vy r+y
100z + 200y < 2000 z+ 2y <20
x <10 —<{ <10 —{z =10,y =5}
z>0 x>0
y=0 y=0

En estas condiciones, el coste de las vacaciones sera:
100z 4 200y = 100 - 10 + 200 - 5 = 2000 €. Por tanto, sf agotard todo su
presupuesto.

B2-12:
2.5z + 4y

z+y <150
0.252 + 0.5y < 50
x <125 —
y <125
x>0
y=0
— {z =100,y = 50} ; Beneficio: 450 €.
Contratar mas personal implicaria eliminar las restricciones x < 125 ,
y < 125 que resultan ser superfluas en este problema; luego no cambiaria
el resultado obtenido.
B2-13:

x = n° de pizzas N

Sea: y = n° de pizzas E

0.1z + 0.5y
3z +4y > 12
x = n° comprimidos X 20 +y >4
y = n° comprimidos Y dr+3y > 8
x>0
y=>0

Sea:

—{z =4,y =0}; Coste: 0.4 €
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B2-14:
40z + 50y
x = n° de lotes A 3z +y < 180
Sea: v = n° de lotes B 42y <160 —
x>0
y>0
— {x =40,y = 60} ; Ventas: 4600 €
B2-15:
450z 4 600y
x +y <500
Sea: x = n° coches gasolina z <400 R
" | v = n° coches diesel y < 300
x>0
y=0

— {z =200,y = 300} ; Ganancias: 270000 &€

B2-16:
2500z + 2000y

z +y < 300

. . 1.5z +y <400
Sea: | X= n° ha. cultivo A z > 100 .

y = n? ha. cultivo B Y > 50
x>0

y=>0

— {z =200,y = 100} ; Beneficios: 1100000 €
B2-17:

70z + 90y

x <12

y <12

20 +y <22 —
x4+ 2y <26
x>0

y=>0

— {z =6,y = 10} ; Beneficio: 1320 €

B2-18:

x = n° joyas de oro

Sea: y = n° joyas de plata

600z + 800y
40z + 50y > 400
<
Sea: | X7 n° autobuses normales ; < fO
y = n? autobuses grandes e _T_ <9
x>0
y=>0

— {z =5,y =4}; Coste: 6200 €
B2-19:



Appendix A. Anexo

4.5z + 6y
x <400
Sea: x = n° anillos sencillos y < 300
" | y = n° anillos con adornos z +y < 500
x>0
y=>0
— {z =200,y = 300} ; Ingresos: 2700 €
B2-20:
1000z + 600y
y <18 -2z
Sea: | X= n° de ventas 2z + 3y < 26
" |y = n° de alquileres r+y <16
x>0
y=0
— {z =7,y = 4}; Comisiones: 9400 €
B2-21:
30z 4 20y
r+y <12
Sea: x = n° toneladas arena z>6 .
" | y = n° toneladas cemento y>3
x>0
y=>0
— {x =9,y = 3}; Transporte: 330 €
B2-22:
30z + 50y
4y <60
Sea: x = n° horas informaética bésica z+y > 36
" | y = n° horas informatica avanzada y>6
x>0
y=>0

— {z =30,y = 6}; Coste curso: 1200 €

B2-23:
7.5z + 6y

0.1z + 0.07y < 39

Sea: | © Eg' a‘gono g 0.052 +0.08y <24 —
y = kg. abono 2> 0
y=0
— {z = 320,y = 100} ; Beneficio: 3000 €
B2-24:
1000z + 1200y
1502 4 200y > 1800
Sen: | X= n° barcos tipo A y <6 .
" | y = n° barcos tipo B 6z + 8y < 96
x>0
y=0

—{z =4,y =6}; Coste: 11200 €

175
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B2-25:
0.2z + 0.3y

z 4y < 110000
x = € invertidos en A @ < 80000

Sea: = € invertidos en B y < 70000 -
y y < 1l.bx

x>0

y>0

— {z = 44000,y = 66000, } ;Rendimiento: 28600 €

A.3 Soluciones Problemas Bloque 3

B3-01:
a) {k=5};b) {k=—1}
B3-02:
a) {k=4}; b) {k =2}
B3-03:

Indeterminado. ¢ = 4;12a +2b =0 —
—{a=0,=0,c=4;a=1,b=—-6,c=4;a=2,b=—-12,c=4...}
B3-04:

{a=1,b=-3,c=0,d =2}

B3-05:

a)V=u(8-2z)4—2x)

b) {o—2- 2/3)

c) V =12.317 dm3.

B3-06:

a) Es una pardbola; eje: x = 5;V (50, 10);

Cortes con OX: (20,0) y (80,0) ;Corte con OY: (0, —152)

b) [20,80]

¢) z = 50; £(50) = 10

B3-07:

a) I(p) = (2000 — 8p) p = 2000p — 8p?

by c) p=125;1(125) = 125000

d) A partir de 250 compradores los ingresos serdan negativos y habra

pérdidas.
B3-08:
a) Continua; méximo en (1,37); minimo en (4, 10)
b) n(0) = 26

c)xz=4;n(4)=10

d) sf; en = 4 hay un minimo; en (4, 00) la funcién es creciente.
B3-09:

a) {a=12,b= -9}

B3-10:
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a) {t=1};{t=3}
b) {t=2): £(2) = 23
B3-11: o s
a) TMV [4,3] = {A=G) _ D=7 _ 20 _ _9g57
o bien: f/(4) = -5 = —25
b) {t =2}; f(2) = 15 (miles)
) hmtﬁoo tQ?)TH =0
B3 12
f L 2"”dx———( 14+e*)e?
) [oe e + [} s = (4 36) + (-4 +362) =1
B3-13:
-en (—00,2)  f'(z) >0
a) { Cen (2,400)  f'(z) <0
cen (—00,0) ¢'(z)<0 — gz

f(x) es creciente
f(z) es decreciente
) es decreciente

)

n (0,4) ¢(z) >0 — g(x) es creciente
-en (4,400) ¢'(x) <0 — g(x) es decreciente
b){ -enz=2 : f(x):creciente—decreciente —  Méximo relativo
-enz=0 : g(x):decreciente—creciente —  Minimo relativo
{ -enx =4 : g(x):creciente—decreciente — Maximo relativo
B3-14:

a) Primer tramo: una parabola; convexa; eje x = 10; V' (10, 100). Segundo
tramo: una constante; recta horizontal. Tercer tramo: recta de pendiente
negativa que corta al eje OX en {t = 120}

b) en el vértice de la pardbola, es decir en el tiempo ¢ = 10.

¢) R(60) =100 — 2 - 60 = 50%

d) a los 120 mmutos el rendimiento se anula; ademés:

limy oo R(t) = limy—o0 100 — 3¢ = —00
B3-15:
a) en x = —1: funcién continua y no derivable; en 2 = 2: funcién discon-

tinua — no derivable.
minimo relativo en (-1,0)
) méximo relativo en (4,16)
decreciente en (—oo, —1) U (4, 00)
creciente en (—1,2] U (2,4)

)

; ademads:

B3-16:
a) B(z) = I(z) — G(z) = —162? 4 24000z — 700 000
b) B'(z) =0 — {z = 750}
¢) B(750) = 8300 000
lim, oo I(z) = 2822 + 360002 = oo
d) { limg_ 0 G(x) = 442% + 12000z + 700000 = oo
lim,_.oc B(z) = —1622 + 24000z — 700000 = —
Como que los gastos se incrementan de manera mds rdpida que los in-
gresos, los beneficios tienden a -co (pérdidas).
B3-17:
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2) { D : (—00,4) U (4,00)
rER/x#4
b) Asintota vertical: = 4; asintota oblicua: y = —x — 4
¢) Minimo en (0,0); méximo en (8, —16)
Intervalos (—00,0) (0,4) (4,8) (8,00)
d)| Signo f'(z) | f'(x)<0 | f'(x)>0] f'(x) >0 ]| f'(z)<0
Crecimiento | decreciente | creciente | creciente | decreciente
B3-18:
{r =12,y =6}
B3-19:
y = ‘(iﬁrgg),y(l): (113()127?/( )>0—1+4+2a>0—a> S
B3-20:

a) Dos funciones que se diferencien tinicamente en una constante tendran
. . . . | gx)=322+5 — ¢(z)=6z
siempre la misma derivada. Por ejemplo: hz) =322 -7 — H(z)=6z

b) f(z) = -5k + 22+ 4

B3-21:
2’ =228 =0—{x=0},{z=3} —(0,0),(3,0)
Intervalos (—00,0) (0,1) (1,00)
Signo f'(z) | f'(x)<0 | fflx)>0]| f'(x)<0
Crecimiento | decreciente | creciente | decreciente
Intervalos (—oo, %) (%, oo)
Signo f"(x) f(z) >0 f(z) <0
Concavidad | convexa (”hacia arriba”) | céncava ("hacia abajo”)

No presenta asintotas de ningin tipo.

B3-22:

a) z = 2v/5 — C(2v/5) = 2500 + 1200v/5 = 5183.3
b) z = 0;y = 300z + 2500

B3-23:

a) [3— V3,3 + \/3]

b) z =3 €; B(3) = 6 (miles de €)

B3-24:

a) minimo en (—1,

corte con OX: ( \/_ O)

‘f ff dm‘ + ’fo
B3 25:
a) y(0) = 300 enfermos.
b) ¥/ (t) = 40e% 2 enfermos/dfa.
¢) t = 10 dfas.—11 de enero

—2); méximo en (1,2);
), (V3,0)
dm‘—6\/————5 89
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A.4 Soluciones Problemas Bloque 4

B4-01:

b) f(0) = —3 millones de euros.

¢) Fla) =0 — 28 = 0 — {z = 2}

Dadas las caracterfsticas del enunciado, sélo tiene sentido analizar los
intervalos: (0,2) y (2,00)

En el intervalo (0,2): f(z) < 0 —pérdidas.

En el intervalo (2, 00): f(z) > 0 —ganancias.

Luego la empresa deja de tener pérdidas al final del segundo ano.

d) Como que lim, .o f(2) = lim, .o 3;_;26 =3
Existe una asintota horizontal para y = 3. Por lo tanto, los beneficios

estardn limitados a 3 (millones de euros).

e) f03 f(x)dz = f03 S de = f03 ( - 961__52) de = [3z —12In (z 4+ 2)]} =
=9—-12In5+12In2 = —-1.995
Luegos los beneficios acumiulados durante los 3 primeros anos han supuesto
unas pérdidas de: 1.995 millones.
B4-02: .
b) fojo(_xQ +62) dv = [-32° + 3”32]%: 3 100 4 25 _ 275
o (—z+10)dz = [-32% + 10z] o0
B4-03:
a) RN — {4}
b)z=3y=—-x—-3
¢) minimo en (0,0); mdximo en (6, —12)
-en (—00,0): f'(r) <0 — lafuncién es Decreciente
d) { -en (0,6): f'(x) >0 — lafuncién es Creciente
~en (6,00):  f'(z) <0 — la funcién es Decreciente
e) ‘f(f (%) dx) - ‘fé’ (—z —3) d:c‘ — 37.738 — 31.5 = 6.238
B4-04:
a) [ (42® —4z) do =2t — 227 + k

b) ‘ffl (4% — 4z) dm) + ‘fol (42% — 4x) dx‘ =2

1
5

c) f_ll (4.’1}3 — 4.’1}) dx = 0; lo que no significa que el drea sea nula, sino
que parte se encuentra por encima y parte por debajo del eje de abscisas.

B4-05:

a) Se trata de una pardbola: eje: x = —1; vértice: V(—1,4); orientacién:
"hacia arriba”; corte con OY: v(0) = 8; corte con OX: no corta a OX.

Interpretacion: en el instante ¢ = 0 de adquisicién de la maquinaria, la
variacion de los gastos de mantenimiento es de 8.000 € /afo. A partir de ese
momento, la variacién de los gastos de mantenimiento se incrementa con
el tiempo de manera cuadrdtica. No tiene interpretacion fisica la grafica
corresponiente al intervalo (—oo,0).

4
b) Jy vt)dt = [y (848t +412) dt = |8t + 85 +45| =24 18133
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Este resultado representa los gastos de mantenimiento acumulados en los
4 primeros anos.

B4-06:

a) {a=6,b=-3} — f(z) =223 — $2°> + 62 -5

B407

a) L+2dm—f0 (x—Q—F—)dx— (32 —2x+4ln(x—|—2)](1):

—4In3-4In2 -3 =0.121
Representa el drea comprendida entre la curva, el eje de abscisas y las
rectas z =0, x = 1.
b) fol Vadr = §
B4-08:
a)31+9=0—{z=-3};(x-3)"=0— {z =3}
’f83(3x+9)d:r‘+ ‘fog(:z—i’»)zd:c =T 49=14
B4-09:
0,1):  f(z) —  f(z) es creciente
-en (1,2):  f'(x) <0 —  f(x) es decreciente .
(2,4):  f'(z) —  f(z) es decreciente ’ ademds:
-en (4,6): f'(z)>0 —  f(x) es creciente
la derivada se anulaen zx =1y enx =4
-enxz=1: f(z): creciente—decreciente —  Méximo
{ -enxz=4: f(x): decreciente—creciente —  Minimo
B4-10:
[(z) = [ f"(z)dz = [12zdx = 627 + c1;
f”( )=2—c1=2— f'(z) =62 +2
f'(@) = [ ' (x)de = [ (62 + 2) do = 22° + 2z + c;
( )*1~>02—1—>f/( )=223+2z+1
= [f(z)de = [ (22® + 22+ 1) do = J2* + 2% + = + c3;
f(O) =0—c=0— f(z) =32 +2°+2
B4-11:
"=3—>y =3x+c;;y(2)=8—c1=2—y =3cx+2
y=3% £ 22+ c9(2) =0 — ¢y = —10
Y= 3% +2x —10
B4 12:
a) [[Inzder = [zlnz — 2]} =
=(elne—e) — (llnl —-1)=

(
b) ffaclnxdx:[ Inz — J‘T] =

= (élne—§) — (%lnl—%) = ieg—&-i
B4-13:

f(x)=2?lnx —2® +x

B4-14:

)= a0t 4

B4-15:
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52

) f(z) = [ (e* cosz)da = Le” cosz + $e¥sina + k;
(0) = 1 — {k=3}
) f(@)=[azln(z?+1)dz =3 (> +1)In(z? + 1) — 32° — 3 + k;
f(0) = 0 — {k=3}

B4-16:

Jo wde+ [ hdv =3 + 3 =1

B4-17:

a) La funcién r(¢) representa el ritmo de las visitas, o la velocidad con
que acuden los visitantes (visitantes/hora).

b) La funcién r(t) = —2t% + 12t es una funcién polinémica de segundo
grado, por lo que su representacién gréfica es una parabola:

eje: x = 3; vértice V (3,18); corte con el eje OX: (0,0);(6,0)

¢) 10 horas— ¢ = 2;7(2) = 16. 13 horas— ¢ = 5;7 (5) = 10.

d) Las unidades del producto r(t) - dt son "ndmero de visitantes”. Este
producto representa el nimero de personas que entra en la exposicién en
un tiempo dt.

o =

e) La integral definida fo - dt representa el area comprendida entre
la curva y el eje OX. Su blgnlﬁcado es el nimero de personas que visitan la
exposicién desde t = 0 hasta ¢t = 6, es decir, a lo largo del dia.

6
f) f06 r(t) - dt = f06 (=2t +12t) dt = [—2—;3 + 6t2]0 = T2 personas.
B4-18:
a) [0 C(t)dt = [,° (—0.15t + 30) dt = 292.5 litros
b) [ C(t)dt = [y (~0.15t + 30) dt = —0.075¢> + 30.0t
c) fot C(t)dt = 3000 — —0.075t% + 30.0t = 3000 — {t = 200}
B4-19:
J@r+1)’dr=120+1)"+k =300 L (1+1)"+%k=300—
— {k =298} — 1 2z + 1)* + 298
B4-20:
El niimero de animales que se recuperardn entre las 11h. y las 16 h. sera:
8
J5 g(t)dt
3 g(t)dt = [ 10e=002dt =10 f; e 002 dt = 44.81
Adoptamos como resultado 44 curaciones entre las 11h. y las 16 h.
A las 16 horas quedaran, por tanto: 250 - 45 = 205 enfermos graves.
B4-21:
Depreciacion: f03 (1200t — 4000) dt = —6600;
Valor a los 3 afios: 15000 — 6600 = 8400 €
B4-22:
{P(3):O — 3a+b=-9
3
Jo =6

_ 16 5 _
(Z 420486 107 50T

3

B4-23:
{ -las 9 horas — t=1

~las 12 horas — t=4 °
* (€3t +500) dt = 2¢5 + 1500 — 2e3 = 1766 personas.
1 3 3
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B4-24:

No podemos asegurar que a = b.
Ejemplos: ff4 23dr = 0; fozﬂ sinzdz = 0.
B4-25:

ar? — 23 =0— {z=0},{z=a}

fo (az? —x)dw—12a —12—>{a—2\/_} {a——2\/_}

A.5 Soluciones Problemas Bloque 5

B5-01:
) PBBIPOWN) = 344 + 343 + 433+ H41 = £
b) P(distinto color) =1 — 53¢ = 155
B5-02:

a) P(Pagado) = 0.3 x 0.8 + 0.5 x 0.75 + 0.2 x 0.5 = 0.715

b) P(Vivienda/Impagado) = %:3x0:2 — 0.210

B5-03:

a) P(RUTv) = P(R)+ P(Tv) — P(RNTv) =0.3+0.6 —0.2=0.7

b) P(R/Tv) = 7”(1’5(;5 W — 01— .25

¢) P(RNTv) +P(RNTv) = P(R) — P(RNTv) + P(Tv) — P(RNTv) =
=03-02+06-02=0.5
B5-04:
a) P(RARAR) = 0.3-0.7-0.5 = 0.105
b) P(VAVAV) = 0.7-0.3 - 0.5 = 0.105
¢) P(unoR y dos V) =0.3-0.3-0.54+0.7-0.7-0.5+0.7-0.3- 0.5 = 0.395
B5-05:
a) P(Prop.) = P(mds de 50AProp.) + P(menos de 50AProp.) =
=07-06+03-03=0.51
b) P(més de 50 / Prop.) = P(mé}?lii%/_\)lamp') = 0008 — .82
B5-06:
a) P(No Gripe) = 232 = (.880
b) P(Mujer A No Gripe) = 132 = 0.487
¢) P(Hombre / No Gripe) = I _ 0.446

%‘5

d) P(No Gripe / Mujer) = 435 = 0.886
B5-07:

) (R\/Tv)zlglog)—OQO

b) P(R A Tv.) = 3% = 0.10

c) PR ATV = lé%fom

d) P(Tv. AR) = 1% = 0.40

B5-08:

a) PUAD) =02-0.25=0.05
b) P(OtroA D) =0.6-0.2=0.12
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_ P(E)P(D/E) _ 0.2-0.
¢) P(E/D) = P(D) — 0.2:0.7540.2 055+0 503 — 0-27
P(IUE)-P(D/E .
d) P((IV E)/D) = ( P)(D)( 8 = 0.2-0().72525.5;00.52+%.56.0.2 = 0.675
B5-09:
P(s .85-0.
a) P(Sana/+) = é@? = oI5 0 8e00s = 0-239
_ Eﬂ ) 0.15-0.1 _
b) P(Enf./—) = P(—) — 0.15-0.140.85:0.95 0.018
B5-10:
a) P (2 monedas de 1 €) = —-%&14-2%1-%.%:%
A s-£.5
b) P (A/l@yle):%:%%d:%
B5-11:

P(destruir)=1-P(no destruir)=1 — 0.4 x 0.4 x 0.4 = 0.936
B5-12:
b) P( solo defecto) = P(Solo L) + P(solo A) + P(solo H) =

:ﬁ+1_00+ﬁ 100 =0.21

¢) P(solo L) = == = 0.11

B5-13:

b) P (una sola enfermedad) = P(solo C1) + P(solo C2) =
=%+%=§:O.6,obien:

b) P (una sola enfermedad) =P(C1)+ P(C2)—-2-P(C1NC2) =

_ 90 Y-
=150 T 150 -2 150 3=06

B5-14:

P (Roja) =1- 5 -5+ 1 75135 = 595 = 0.043
B5-15:

a) P(Def.) = P(A)-P(Def./A) + P(B)-P(Def./B) +P(C)-P(Def./C) =
=0.7-01+02-0.2+0.1:0.4 = 0.15

b) P (A/Def.) =PEEEOIA) — 001 — 0.46
B5-16:
P(F)=P(BAB) +0.3-P(M AM)=0.95-0.97+0.3-0.05-0.03 =
=0.922
P(F)=1-P(F)=1-0.92195 = 0.078

B5-17:

a) P(A)=P(<30ANA)+P(>30ANA)=0.55-0.240.45-0.9=0.515
P(<30AA 55.0. .

b) P(<30/4) = (P(A) L= 0.55-8.g5+8.z21540.9 = o515 = 0.213

B5-18:

P(Util.) = P(CAC)+0.5- P(IAT) =
=0.95-0.98+ 0.5-0.05-0.02 = 0.931

B5-19:
P (Diferentes Cumpleaiios) = 392 . 361 . 363 . 302 _ 7831781 _ () 984
B5-20:

PMNnSNB)=P(BNMnS)=P(B)-P(M/B)-P(S/MNB)=
=0.8-0.52-0.4 =0.1664

B5-21:

a) Que los dos tltimos en entrar sean hombres, es equivalente a que la
1

primera en entrar sea mujer. Por tanto: P(M) = 5
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b)
P(

ara que los dos sucesos sean independientes, es necesario que:
1) P(S2) = P (51N 52)

P( ) (AJR)+P(ARJ)+P(JAR)+P(RAJ)
= 1+3-5-143-3-1+3-4-1=2
P( ) (A J, R) +P(A R,J)+ P(J,R,A)+ P(R,J,A) =
= -%1+—-%1+ l4+3-5-1=2
(51082) P(A, JR)+P(ARJ): %
Como que: P(S1) - P(S2)=2-2=2#1=P(5NS,)
— los sucesos no son independienteb
B5-22:
a) P(Si,No,No)+ P(No, Si,No) + P(No, No, St) =
=03-05-0.340.7-05-0.340.7-0.5-0.7=0.395
b) P(Si,S%, No) + P(S%,No, Si)+ P(No, Si,S%) =
=0.3-05-034+03-0.5-0.740.7-0.5-0.7=0.395
¢) P(Si,5%,5%t) =0.3-0.5-0.7 =0.105
B5-23:

) (AuB)=P(A P(B) P(ANB) = % %—% %

P(ANB) = P( P(AUB)=1-41 =
) P(A/B) = "5y

P(B
d) P(A)-P(B

) =

— los sucesos A y
B5-24:
P(Azul)= 2.4+ 5.
B5-25:
a) Dos sucesos A y B son independientes si se verifica que:
P(A)-P(B)=P(ANB);
o bien, "el resultado de uno de ellos no condiciona el resultado del otro”:

P(A/B) = P(4)
{ P(B/A) =P (B)
Dos sucesos son incompatibles cuando se verifica que: P (AN B) = (J;
o bien, ”cuando no pueden producirse de manera simultdnea”.
Dos sucesos con probabililades no nulas, no pueden ser simultdneamente

independientes e incompatibles:

- por ser independientes: — P (A)-P(B)=P(ANB)

- por ser incompatibles: ~ — P(AnB)=1 ’
lo que nos conduciria a: P (A)- P (B) = 0, que resulta contradictorio con

que se trate de sucesos de probabilidades no nulas.

b) P(A/B) = Zg52 — 02 = 2458 — P(ANB) =008
P(AuB)=P(A)+P(B) — (AOB)HO.3+O.470.O8:0.62

vl o:wwo; o; T

S—
I

v

m I u=|w|oo|m
oolut

% #2=P(ANB) —
on 1ndependlentes

O Mw Il

)

2,
3
B n

Sler
0
S

A.6  Soluciones Problemas Bloque 6

B6-01:
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IC =D+ Zs ﬂlﬂ‘—”) = 0.45 4 1.645 - /245055 — (0.32,0.58) —
— p € (0.32,0.58)
0.32 - 2500 = 800
{ 0.58 - 2500 = 1450
B6-02:
7= 18.1
=005 — Zs = 1.96
IC=7+7; % =1814+196 %
e (18.022,18.178)
B6-03:
Ho: p>08
{ H: p<08
o =0.05 — Zo = 1.645

A

100
P=15 =0 6

= (18.022,18.178) —

7

1 —
IC = piZ\/ = 0.6 +£1.645 - \/ 2603 — (0.602,0.729) —

150

— p € (0.602,0. 729)
Rechazamos la hipétesis nula Hy.
B6-04:

HO LM S 25

Hy: p>25
a=001—2Z,=233
T =27
como quen >30 —o~s
IC =T+Z0 7 = 2742.33 2 = (24.529,29.471) — p € (24.529,29.471)

V200
Aceptamos la hipétesis nula Hy.
136_05: A A A A
p=120_06-0= (1—])) —04—p-q=06-04=0.24

a=0.05—Zg =196

IC =D+ Zs M

El error méximo, commdlra con el radio del Intervalo de Confianzas:

E= Za\/ —>002—196,/°604 (202)? — 024,y — 9305

B6-06:
a=001—Zg =258
IC’:E:&:Z%%

El error maximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:

E=2735% —05=258 2% — (25)° =4 L p~107
B6-07:
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{HO: w =100

Hy: p+# 100
T = 110
a =010 — Zs = 1.645
IC =7+ Zg 2= = 110+ 1.645 - = = (106.71,113.29)

El error méximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:
E = Zaﬁ—>E—1645 \/——3 29

Rechazamos la hipétesis nula Hy.

B6 08:

p=M_ 1T _028

a—005—>Z% =1.96

Ic :ﬁiz%\/ﬂln_—p) = 0.28 4 1.96 - /CB0T2 _ (0,155, 0.404) —
— p € (0.155,0.404)
0.155 - 5000 = 775
{ 0.404 - 5000 = 2020
B6-09:
T =43.2
a=0.10— Za = 1.645
como quen >30 —o~s
IC’—x:i:ZaT =43.2+1.645-
— u € (41.036,45.364)
B6-10:
{ HO p Z 0.94

= (41.036, 45.364) —

7

H: p<094
a=0.05—Z,=1.645
IA’ - 19000 =09

A ,/IA’ i [0.9:0.1

IC=p+ 2, —= =0.9+£1.645- |/ =755~ = (0.850,0.949) —
— p € (0.850,0.949)
Aceptamos la hipétesis nula Hy.
B6-11:

HO LM S 12

H: p>12
a=0.05—Z,=1.645
T=14
como quen >30 —ox~s
IC = TiZa% = 14i1.645~\/% =
Rechazamos la hipétesis nula Hy.

B6-12:
A

p:0.5—>@:(1—$>_05—> —0.5-0.5=0.25
oz=0.01—>Z% = 2.58

(13.525,14.475) — p € (13.525,14.475)
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/\1_/\
IC =p+ Za\| 52

El error méximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:

1
E— Za (np) 5—958. 0505_,(%)2_025 n — 1849
B6-13:
a—005—>Za =1.96

El error maxnno coincidird con el radio del Intervalo de Confianzas:

E= Zaﬁﬂgooozl.%.ngo —n~171
B6-14:

Hy: p=170

Hy: p+#170
T = 169.7

a=0.05 — Z% =1.96
= g __ 4.2
IC =7+ Z%% =169.7+1.96 - == (168.75,170.65)
El error maximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:

4.2
E= Z(Y\/H*)E—lgfi \/——0950
Aceptamos la hipétesis nula Hy.
B6-15:

Hy: p=2

H1 LM 7é 2
T = 2.05

a=0.05—Zg =196
como quen >30 — o x~s

IC = x:I:ZgT = 2.05+£1.96- \}]L (2.036,2.063) — p € (2.036,2.063)
Rechazamos la hipétesis nula Hy.

B6-16:

a=0.05—Zg =196

IO =T+ Za T

oc=Vo?2—0=+v025=0.5

El error méximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:
E = Za——>02—196 95 _, p~95

Vn Vvn

B6-17:

Hy: p=0.38

H: p#08
n =120
a=0.01—Zg =258
A
p=13 =08

N 17/\
IC=p+Z,)\ dl - b _ 0.8 £2.58 - /2332 = (0.705,0.894) —
— p € (0.705,0.894)
El error maximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:
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A 1_/\
E=2Zg\ Bh) 58, /0502 — 0004

n 120
B6-18:
a=0.05— Zs = 1.96

9:0.5—>@:(1—2)=0.5—>§-@:0.5-0.5:o.25

A 17/\
IC=p+Za\| Bl = 0.5+ 1.96- /0505

El error méximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:

/\17/\
E:Z%\/”(n”) —0.05 =1.96- /2505 _, 5 ~ 385

B6-19:
HO LM < 6
Hy: p>6
a=0.05—Z,=1.645
T=26.5
como quen >30 — o x~s
IC =T+ Za% =65+1.645- J% = (5.677,7.322) — p € (5.677,7.322)
Aceptamos la hipétesis nula Hy, luego puede justificarse el titular.
B6-20:
a) a=0.05 — Zg =1.96;T = 1060
como quen >30 —ox~s

—= o _ 200 _
IC=7+7Z4 Tn = 1060 £ 1.96 - 100 = (1020.8,1099.2) —

— u € (1020.8,1099.2)

b) a=0.01 —» Zg = 2.58

El error maximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:
E:Z%%—>30:2.58-&\/g—>n:296

B6-21:

a)p=0.3—q= (1—2) —07—=p-4=03-0.7=0.21

a=0.05 — Z% =1.96

10 = px 74\ 20

n
El error maximo, coincidird con el radio del Intervalo de Confianza:

/\1_/\
E=2Zs ) 031 = 1.96. 0307 _, p ~ 840

n

b) a=0.01 — Zg = 2.58

A 1_/\
IC=p+Zs ﬂn—”) =0.35+£2.58 - |/ 225085 — (0.196, 0.503) —

— p € (0.196,0.503)

B6-22:
Hy: p>1600
H;: p <1600
T = 1570

a=0.05—Z, =1.645
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comoquen >30 —ox~s

IC =T+ Zo= = 1570 £ 1.645 - —ass = (1550.3,1589.7)

/100
Rechazamos la hipétesis nula Hy.

B6-23:
Hy: p=125
Hy: p#125
T =117
a =001 — Zs =2.58
suponemos que g =~ S

189

IC=7+73%= =1.17T+2.58- O — (1.135,1.204) — p € (1.135,1.204)

=
Rechazamos la hipétesis nula Hy.
B6-24:

a) La mejor estimacion puntual es la media muestral observada; es decir,

el centro del IC: 50 €
b) a=0.01 — Zg = 2.58

IC =%+ 7%

El error méximo, para una muestra de 100 familias, coincidird con el

radio del Intervalo de Confianza:
E=7s% —8=258 -2 — 0 = 31.008

vn V100
E=Z73% —3=258 228 > n~T12
B6-25:

a=0.05— Za =1.96
IC=T+7Z4 %
La amplitud del IC serd el doble del radio del mismo:

2F =273 5= =245 —2-1.96 - Y2 = 245 — n = 64

-7 o _ V25 _
IC=7+Zg 7= 170 £1.96 - ot = (168.78,171.23)






