FUNCIONES

| uso del lenguaje gréfico y algebraico serd el hilo conductor de la unidad, los alumnos podran desarrollar procesos de
matematizacion en contextos funcionales sencillos y aprenderan a describir caracteristicas de problemas de la vida real
que puedan ser representados graficamente.

Al inicio de esta unidad se presenta el concepto de funcién, su expresién analitica y grafica. Es importante que el alumno
recuerde los contenidos relativos a funciones que estudio en cursos anteriores para poder comprender y utilizar contenidos
mas complejos.

Se trabaja la comprension y el calculo del dominio y recorrido de una funcioén, para profundizar después en sus caracteristi-
cas. Finalmente, se practican las operaciones con funciones asi como el calculo de la funciéon inversa y la transformacién de
funciones.

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitirdn al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo.

Sedesarrollalacompetenciamatematicay competenciasbasicasen cienciaytecnologia(CMCT)alolargodetodalaunidad.A
través del conocimiento de las funciones, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el razonamiento l6gico-matema-
tico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene
recurrir a los medios informaticos.

Especial interés tienen las actividades propuestas con GeoGebra en los epigrafes 5,8 y en la seccion final Ejercicios resueltos,
asi como las actividades interactivas del test de autoevaluacion que se encuentra al final de la unidad.

A través de la incorporacion del lenguaje matematico a la expresién habitual de los alumnos, se fomenta la competencia
en comunicacién lingiiistica (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos matematicos que los alumnos han de
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la
resolucion de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas (CSC) se desarrollan en el area de Matematicas mediante la aceptaciéon de otros puntos
de vista en la resolucion de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver de
diferentes formas, representaciones gréficas de funciones diferentes pero que comunican lo mismo, etcétera; para trabajar
con los alumnos el hecho de que distintas soluciones pueden ser igualmente validas. El reconocimiento y valoracion de las
aportaciones ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacién

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de dos semanas, aunque deberd adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

I Reconocer funciones expresadas en sus diferentes formas y contextos.

I Comprender el concepto de dominio y recorrido.

I Identificar las caracteristicas de una funcion e interpretar su grafica.

I Realizar operaciones con funciones.

I Calcular funciones inversas.

I Representar transformaciones de funciones.
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Atencion a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podran utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.

PROGRAMACION DE LA UNIDAD

desplazamiento horizontal
Representacion de g(x) = a- f(x):
dilatacién o contraccion vertical
Representacion de g(x) = f{a - x):
dilatacion o contraccion horizontal

7.3.Comprende y representa graficamente funciones con
dilatacién o contraccion vertical:g(x) = a- f{x)

7.4.Comprende y representa graficamente funciones con
dilatacién o contraccion horizontal: g(x) = fla- x)

7.5.Utiliza GeoGebra para representar y analizar
transformaciones de funciones:traslacion vertical y horizontal.

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables Competencias clave
Definicion de funcion.Dominio | 1.Identificar funciones elementales dadas a 1.1.1dentifica y expresa analiticamente funciones realesde | CMCT
y recorrido través de enunciados, tablas o expresiones variable real elementales. 0]

algebraicas, que describan una situacion real. L
2.Reconocer el dominio y el recorrido de una 2.1.Reconoce el dominio y el recorrido de una funcion. CAA
funcion. sc
Representacion grafica de una | 3.Analizar propiedades de funciones a partirde | 3.1.Comprende y analiza la representacion grafica de una e
funcion su representacion grdfica. funcion. 0]
a5
CAA
Calculo del dominio de una 4. Analizar cualitativa y cuantitativamente 4.1.Calcula el dominio de una funcién polinémica, racional, ([«
funcion las propiedades de funciones elementales, irracional definida graficamente o definida a trozos. (O]
Funciones polinémicas para representarlas gréficamente y extraer 4.2.Extrae e identifica informaciones derivadas del estudioy | CL
Funciones racionales informacion prdctica que ayude a interpretarel | andlisis del dominio de una funcion en contextos reales. CAA
Funciones irracionales fenémeno del que se derivan. 4.3.(alcula el recorrido de una funcién.
Funciones definidas graficamente 4.4.Extrae e identifica informaciones derivadas del estudio y
Funciones definidas a trozos andlisis del recorrido de una funcién en contextos reales.
Calculo del recorrido de una 4.5. Dgtgrmina el signo de una .fllmcidn. . .
funcién 46. D|§t|ngue cuando una funcién es creciente o decreciente
enun intervalo.
Caracteristicas de una funcion 4.7.Comprende el comportamiento de una funcion segiin sea
Signo de una funcién creciente o decreciente.
Monotonia 4.8.Reconoce los maximos y los minimos de una funcion y su
Concavidad y convexidad relacion con el crecimiento o el decrecimiento de la misma.
Simetrias 4.9.Identifica cudndo una funcion es concava o convexa en
Acotacion unintervalo.
Periodicidad 4.10.Analiza cuando una funcion es simétrica y las
caracteristicas que presenta.
4.11.Interpreta correctamente cuando una funcién esta
acotada.
4.12.dentifica funciones periddicas y calcula su periodo.
5.Emplear medios tecnoldgicos para representar | 5.1.Utiliza GeoGebra para representar funciones simétricas.
funciones.
Operaciones de funciones 6.Aplicar operaciones y transformaciones de 6.1.Conoce las operaciones con funciones y las aplica en e
Adicion de funciones funciones, para representarlas gréficamente el célculo de dominios: adicién, multiplicacion, division y )
Multiplicacién de funciones y extraer informacion prdctica que ayude a potenciacién. (a0
Division de funciones interpretar el fendmeno del que se derivan. 6.2.Realiza composiciones de funciones. CAA
Composicion de funciones
Funcion inversa respecto de la 6.3.Comprende e identifica funciones inyectivas,
composicion de funciones suprayectivas y biyectivas.
6.4.Interpreta y calcula funciones inversas.
Transformaciones de funciones | 7.Estudiar y representar graficamente funciones | 7.1.Comprende y representa gréficamente funciones con ac
Representacion de g(x) = f(x) + a: | obteniendo informacién a partir de sus desplazamiento vertical:g(x) = fix) + a ()]
desplazamiento vertical propiedades y extrayendo informacién sobre su | 7.2.Comprende y representa gréficamente funciones con L
Representacion de g(x) = f{x+a): | comportamiento local o global. desplazamiento horizontal: g(x) = f{x + a) CAA




PARA EL PROFESOR

Actividades de refuerzo
¢ Actividades de ampliacion

Presentacion de la unidad
Repasa lo que sabes

1. Definicion de funcion. Dominio
y recorrido

2. Representacion grafica de una funcion

3. Calculo del dominio de una funcion

* Funciones polinémicas

* Funciones racionales

* Funciones irracionales

» Funciones definidas graficamente
* Funciones definidas a trozos

" 4. Calculo del recorrido de una funcion

5. Caracteristicas de una funcion

= Signo de una funcién

* Monotonia

» Concavidad y convexidad
« Simetrias

« Acotacion

* Periodicidad

6. Operaciones con funciones
+ Adicién de funciones
* Multiplicacion de funciones
* Divisién de funciones
« Composicion de funciones

7. Funcién inversa respecto de la

composicion de funciones

8. Transformaciones de funciones

" EJERCICIOS RESUELTOS
'~ EJERCICIOSY PROBLEMAS

» Representacion de g(x) = f{x) + a:
desplazamiento vertical

» Representacion de g(x) =f(x + a):
desplazamiento horizontal

* Representacion de g(x) =a- f(x): dilatacién
0 contraccion vertical

» Representacion de g(x) =f{a - x): dilatacion
0 contraccion horizontal

AV D

PARA EL ALUMNO

GeoGebra. Desplazamiento vertical
de una funcion

: GeoGebra.Desplazamiento horizontal
i deunafuncién

GeoGebra.\/alor absoluto de una
funcion

Actividades interactivas.Test
de autoevaluacion
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Repasa lo g

1.

5.

Escribe los intervalos [—3, 5), (—o, 5) y (—3/2, +) de la recta real como desigualdades.
Elintervalo [—3, 5) es el conjunto de nimeros reales que cumplen — 3 =x <5.
El intervalo (—oo, 5) es el conjunto de nimeros reales que cumplen x <5.

. 3 . . 3
El intervalo (—E +<><>> es el conjunto de numeros reales que cumplen x> >

Escribe los conjuntos R — {—2,0}, R — [-3,5)y {x € R | x= —5} en forma de intervalo o unién de intervalos.
R —1{=2,0} = (—o0, =2) U (=2,0) U (0, +0)
R —[—3,5) = (—e0, =3) U [5, +0)
XER|x==5} =[5, +)
Indica el entorno del punto 2, de radio 0,5.
E(x,, 1) = E(2;0,5) = (2 — 0,52+ 0,5) = (1,5, 2,5)

3x—1

Dada la igualdad y = n averigua el valor de y cuando x = 0, y el valor de x cuando y = 7.
X

Six =0, entoncesy = —1.

Siy =7,entonces x = —2.

Resuelve estas ecuaciones y sistemas.
a) X’ —18x = —17
b) 2x+1)—-5=4

x+y=2
° [3x—5y= -6
xty+z=2

d){2x—3y+z=14
X+2y—5z=-18

a) x*—18x+17=0

(o 18 (—18°—4-17 18+V256
2 2

x, =17 x,=1
b) 4 +4x—8=0

—4*x\V4—-4-4-(-8) —4+xV144

2-4 8
;=1 x,=-2
- 3 1

g 13XTI=6 Sgy—12=oy="x=—

3x—5y=—6 22

x+y+tz=2 xty+z=2 9 80 52
d){—-5—z=10 = *Sy*z=10:>z=§,y=;,x=§

y—6z=-20 —31z=—-90

Halla las soluciones de las siguientes inecuaciones.

a)3x—1>0
b)x*—4=0
) X*+2<3

1
a) 3x—1>0:>x>§

b)*—420=x< —20x>2
) ¥ +2<3=>-1<x<1



SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Funciones simétricas (pagina 216)

En este archivo de GeoGebra puede verse representada una fun-
cién simétrica. El deslizador de color rojo muestra puntos simétri-
cos de la funcién dibujada. Con el de color verde se puede modi-
ficar el exponente del numerador y ver otras funciones simétricas
pares e impares.

Desplazamiento vertical de una funcién (pagina 224)

En el archivo de GeoGebra aparecen representadas una funcion y
la que resulta de trasladarla verticalmente. En el deslizador de co-
lor rojo se puede elegir el valor que determina el desplazamiento
para observar la diferencia entre valores positivos y negativos.

foytms [ T R t— v A

E_. e

/ \ J,fa II."I

A

Desplazamiento horizontal de una funcion (pagina 224)

En el archivo de GeoGebra aparecen representadas una funcion y
la que resulta de trasladarla horizontalmente. En el deslizador de
color rojo se puede elegir el valor que determina el desplaza-
miento para observar la diferencia entre valores positivos y nega-
tivos.

Valor absoluto de una funcion (pagina 228)

En este archivo de GeoGebra puede verse la representacion de
una funcién y al mover el deslizador aparece su valor absoluto.

Actividades (paginas 204/225)

Kl Expresa mediante una funcién:

a) El precio, en funcion del peso, de una cierta cantidad de
café que vale 2 €/kg.

b) El coste de una llamada telefdnica, si el establecimiento
de llamada es de 0,10 € y la tarifa por minuto, de 0,20 €.

¢) Larelacion entre la altura y la base de un triangulo cual-
quiera de 6 cm’ de area, si la base es la variable depen-
diente.

a) P(x) = 2x, donde x es el peso del café, en kilogramos.

b) C(t) = 0,10 + 0,20t, donde t es la duracién de la llamada,
en minutos.

12
c) bh) = Y donde h es la altura del tridangulo, en centimetros.

H En la siguiente tabla se muestran algunos pares ordenados
de una aplicacion, f(n), de N en N.

-1 3 5 7 9 M

a) Halla su expresién analitica.
b) Calcula f(8).

a) f(n)=2n—-1 b) f(8) =15

El Un coche ha estado circulando a 70 km/h hasta el kiléme-
tro 40 de una carretera comarcal. En ese mismo instante, y
en el kilémetro 0 de dicha carretera, otro coche circula a
90 km/h. Si ambos vehiculos mantienen su velocidad cons-
tante, expresa cdmo varia la distancia que los separa en
funcion del tiempo. Cuando el segundo coche vaya 40 km
por delante del primero, ;qué tiempo habra transcurrido?

d =20t —40[; 4 h

B A partir de las gréficas, halla los valores de las imagenes y
antiimagenes.

a) f(2), fl6), f(7), f(=3/2), f(—=9/2), (0, f'(2), f'(-2)
YA

| f(x) 5 |
24
/’IAV

_—

_7_W3_2_*01 2 3 45 6 g X
_2Ak

_3 —+

b) 9(_4): g(—1/2)1 g(o)l 9_1(2)1 g_1(_3)l 9_1(0)
YA

c) h(_s)l h(_s)l h(_z)l h(o)l h(3)l h(s)l hi](_3)l
h7'(=1), h'(2)

Yy A

a) f2) = 2, f(6) = 0, f(7) = —L(—%) - 2 d-2)= 2,
f(0) ={—6,—3,0,6},f (2 = 1——} U [—,4 ,
o] 9 3
Fra={-2-2)
1
b) g(—4) =2, 3g<2), g(0) =2,9 '(2) ={—4,0,4}

Ag7'(-3),97'0) = {5, f%, 1, 3}

¢) h(—=5) = =3, h(—=3) = —2, h(—=2) = 0, h(0) = 2, A h(3),
h(5) = 2,h (=3) = (=0, —4], 3R (—1),h"'(2) = {0} U (4, 5]
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H Halla el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x)=2x3—x—l g) f(x)=\3/1
X X
2 .
X+2 x°—1 six<0
b) fo)=—7 > Wfg=y 3 o
xX—5
2x—1 . _ X
c) f(x)—m i) f(X)——\/XZ—_X
d) fx)=Vx*—1 j) f(x)=|);—I
e f)=\V—2x—x+1 k) f)=—=F2
- Tox 1
V3x—5 x4+ x+1
A== L Py
a) R — {0} g) R— {0}
b) R h) R — {0, 5}
<) R—10,2,5} i) R—1[0,1]
dR-(-1,1) j) R—{0}
o [—1,1} k) [=2, +e)
2

D R- {l, 2}
5 3
f) |:§, 2) U (2, +)

Calcula la expresion analitica de la funcién representada en
la figura, e indica su dominio.

fix) =4 =2 si—1<x<1
5—x six=1

Domf=1[—6,—3) U (=1, +)

[2x/3 si—6=x< -3

Calcula el recorrido de las siguientes funciones.

a) fix)=x>—1 c) fix)=—x>+2x—1

b) fix) =x*—x d) fix)=7

a) [—1,+e) b) [-1/4, +) ) (—o0,0] d){7}

Fijate en las representaciones graficas de las siguientes
funciones.

a) Determina los intervalos de signo constante.

b) Estudia su monotonia y su curvatura, si es posible.

¢) ;Qué funciones estan acotadas?

yA

T Ficura 8.30.a.

Yh
|
/
/
1
i X
/
/
[
FiGura 8.30.b.
YA
1
/1 Tol 1 X
[1 ]\
[T
FiGura 8.30.c.
Yﬂ
1
o 1 X
FiGura 8.30.d.

a) Figura 8.30.a: En x € [—4, +), f(x) > 0y en x € (—<o, 4),
flx) < 0.
Figura 8.30.b: En x € (—<, 0), f{x) < 0y en x € (0, +o),
fix) > 0.

7 2
Figura 8.30.c: En x € (—e0, —3) U 373 U (0, +o0),

7 2
filx) >0yenx€E {—3, —E> U (—? 0} fix) <O.
Figura 8.30.d: Enx € (=6, —=5) U (—=3,3) U (5,6), f(x) >0y
enx € (—=5,-3)U (3,5), f(x) <O0.
b) Figura 8.30.a: f(x) es estrictamente creciente en [1, +oo).
Figura 8.30.b: f(x) es estrictamente creciente en su domi-

nio. Es convexa en (—eo, 0) y cdncava en (0, +o).

3
Figura 8.30.c: f(x) es estrictamente creciente en (—3, _E)

3
y estrictamente decreciente en <——2—, 0). Es convexa en
(—3,0).

Figura 8.30.d: f(x) es estrictamente decreciente en
(—6, —4) U (0, 4) y estrictamente creciente en (—4, 0) U (4, 6).

2 2

55
(=6, —=5) U <_E’ E)

¢) Figura 8.30.a: No estd acotada superiormente, pero si infe-
riormente por —1. Figura 8.30.b: No esta acotada.

5 5
Es céncavaen| =5, —— | U <—, 5) y convexa en

Figura 8.30.c: Esta acotada superiormente por 1 e inferior-
mente por —5. Figura 8.30.d: Estd acotada superiormente
por 3 e inferiormente por —1.



El De las funciones representadas en las figuras, determina:

a) Cual estd acotada. b) Si son pares o impares.

Yﬂ

FiGura 8.31.a.
YA\
\
\
1
——
—— ol 1 )?
\
\ FiGura 8.31.b.

a) La figura 8.31.a estd acotada, —3 =f(x) =3. La figura
8.31.b no estd acotada.

b) Lafigura 8.31.a es par y la figura 8.31.b es impar.
Determina el periodo de la funcién representada en la figu-
ra8.31.a.

T=6

Determina los intervalos de signo constante de la funcién

x+1
fix) = .
—-Xx+2

Cuadro de signos:

=1 2
x+1 = + | o+
—x+2 + + —
f) - + =
fX) <0V xE (=, —1) fx)>0Vxe(—1,2)

fix) <OV xE (2 +e)

Determina el tipo de simetria de la funcién f(x) = x — (4/x).
f(—x) = —x — (4/(—x))= —x + (4/x) = —(x — (4/x)) = —f(x)
Por tanto, la function f(x) es impar.

2 -
A partir de las funciones f(x) =x+ 1y g(x) = 3X—X, realiza

-6
las siguientes operaciones e indica sus respectivos do-
minios:
a) (f+g)x)

b) (f-g)(x) <) (flg)x)

+2

a) (f+g)(x)=3x ,Dom (f+ g) =R — {2}

—x—1

b) (f-g)x) =
c) (f/g)(x) = —3x — 3,Dom (f/g) = R — {2}

,Dom (f-g) = R — {2}

Sif(x) ="Vx+1yg(x)=x+ 1, averigua (g/f)(x) y su dominio.

(ﬁ)m =Vxt+1

f

Dom (%) = (=1, +o0)

Dadas las funciones f(x) =x*— 1y g(x) = V2x — 1, calcula las
composiciones fogy gef, y el dominio de cada una.

(fog)x) = 2x — 2,Dom (fe g) = [; +o<,)
ol —2 3 3
(gehHlx) = 2X2—3,Dom(gof)=<—oo,— E}U[\@'“")

Indica qué tipo de funciones representan las graficas de las
figuras 8.36: inyectivas, suprayectivas o biyectivas.

Y4 yA

/o

/ \/ X 0 X
FiGura 8.36.a. YA FiGura 8.36.b.
O »
X

FiGura 8.36.c.

La funcién representada en la figura 8.36.a no es inyectiva,
pero si suprayectiva, por tanto, no es biyectiva.

La funcion de la figura 8.36.b es inyectiva y suprayectiva y, en
consecuencia, biyectiva.

La funcion de la figura 8.36.c es inyectiva, pero no suprayecti-
va, por tanto, no es biyectiva.

Indica cuales de estas funciones son inyectivas.
1

a) fx) =——2
X

b) f(x) =x*>—2x+3
3—4x

c) f(x)= 3

d) f)=x>—-2
2% -7

e) f(x) = X

) f0=Vx—-1

Son inyectivas las funciones correspondientes a los siguien-
tes apartados: a), ¢), d), f).

at-2=L1254=b
a b

3—4a 3-4b
22

dada—-2=b—-2=a=0b

f) Va—1=Vb—1=a=b

c) =a=b
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B Calcula la funcién inversa, f~' (x), de las siguientes fun-
ciones.
1-3x

a) f(x) = P
3

b) f(x) =

2 —2x
7—x

c) fix)= .

d) fx)=Vx—2

3—x
4 + 5x
1 —6x
3
2x — 3
2x

7
1T+ x
d) ') =x+2
3 —4x

5x +1

B A partir de la gréfica de f(x), identifica las funciones repre-
sentadas.

e) f(x)=

a) f(x) =

b) £ =

o ()=

e) flix) =

>
>

h(x

/

L 6 B\10X

\ \i(x)
\

\ \

gx) = fx) — 4; h(x) = —f(x); i(x) = fix — 5)

Ejercicios y problemas (paginas 230/234)

Funciones. Modelizacion

L0/ <

()}

(
7
AN

I\_L
[

H Averigua la funcién que permite obtener el volumen de un
cubo en funcién de su diagonal, d.

Siendo x la arista del cubo, su volumen es V= x>.
Como la diagonal de un cubo, d, es, en funcion de la arista,
d =x\/§, se obtiene que el volumen de un cubo, en funcién
£ V3
3V 9
HF En un tridangulo isésceles se
inscribe un rectangulo como se

muestra en la figura 8.49. Halla
la funcidén que proporciona la

de su diagonal: V=

superficie del rectangulo en b e
funcion de su base, b. ;Cual es gcm

el dominio de esta funcion? ;Y

su recorrido?

De la semejanza de tridangulos se puede obtener la siguiente
6 6—h 3b

proporcién: B dedonde h=6— vy

a2
A(b):b-<6—ﬁ>: ib +6b

4

Funcién polinémica de grado 2. Para b =4, S(b) = 12, que corres-
ponde a la superficie maxima que puede tener el rectangulo.

Por lo tanto, Dom A = (0, 8), Rec A= (0, 12].

@ Andlisis

El Queremos alquilar un apartamento en verano. Una agen-

cia, A, pide 200 € de entrada por costes diversos y 40 €
diarios. Otra agencia, B, pide 100 € de entrada y 50 € dia-
rios. Dibuja en un mismo sistema de referencia las graficas
que representan el precio del apartamento en funcion de
los dias, y determina a partir de cuantos dias de alquiler re-
sulta mas econdmica la oferta de la agencia A.

A partir de los 10 dias.

A precio (€) —
=
a0k =" (10,600)
Vs ')_CQ//?
0
Y n.% de dias de alqu Ierr

B De entre las siguientes relaciones entre variables que sean

funciones indica el dominio y recorrido.
a) A todo nuimero real, x, se le asigna su inverso.

b) A cada numero real, x, se le asigna un nimero entero, z,
talque0=x—z<1.

¢) A cada numero real, x, se le asigna otro niimero real, y,

de tal manera que se cumpla x®+y>=4.
i 1 el ]

y 5 5 5 5 5 5

e)

f) Y A
f(x)

N
<y

9) YA

[ 12345

\i! X

a) Es una funcién. Su dominio y recorrido es R — {0}.

b) Es una funcién que se denomina parte entera de x, E(x). Su
dominio son todos los reales, y su recorrido los enteros.

c) No corresponde a una funcién.

d) La tabla corresponde a una funcién constante. Como no
se dan mas indicaciones, hemos de suponer que es una
funcion de dominio discreto.

fx)=5Domf={z€Z| —2=z=3}Recf={5}

e) La tabla no corresponde a una funcion: para un mismo va-
lor de x existen varias imagenes posibles.

f) La gréfica no corresponde a una funcién: para un mismo va-
lor de x existen varias imagenes posibles.

g) La gréfica corresponde a una funcién. Su dominio es
(—eo, +20). Su recorrido es (—oo, +eo).



H Un fabricante de latas de refresco necesita producir latas
cilindricas de 33 cm? de volumen. Expresa:

a) La relacion entre la altura de la lata y el radio de su base.
b) El area total de la lata en funcion del radio de la base.

a) V=mr’h, por tanto, la relacién entre la altura y el radio es:
33

wr’

b) A=2mr’ + 2mrh

Asi, el area de la lata es:

h=

_ 2 . 33 _ ., 66
A=2mr"+2nr 5 =2mr’+
wr r

I Averigua la funcién que relaciona el drea de un rectangulo
con uno de sus lados, sabiendo que su perimetro mide
12 cm. ;Qué tipo de funcidn es? Represéntala. Halla su
dominio y su recorrido. ;Para qué valores es creciente?

Suponemos un rectangulo de lados a y b, por lo tanto:
atb=6
ComoA=a- b:
Alb)=(6—-b)- b=—b>+6b
Es una funcion cuadratica.

A

Allcm?)

1 6 |b (cm)=

Su dominio es (0, 6).
Su recorrido es (0, 9].

Es una funcién creciente V b € (0, 3).

Un centro de estudios alquila un autocar de 60 plazas para
realizar una excursion. El alquiler es de 900 €. Por cada
alumno que asista, la asociaciéon de padres de la escuela
subvenciona la salida con 2,50 €. El nimero minimo de
asistentes a la salida es de 25 alumnos. ;Qué funcion rela-
ciona el precio de la excursion por alumno con el nimero
de alumnos que asistan? Realiza una grafica que muestre
esa relacion y determina el dominio de dicha funcion.

La funciéon que proporciona el coste por alumno, siendo
25 = x =60 su dominio, es:

Cx) = (&) —25
X

A coste (€)

é 10 1‘5 2‘0 2

5 30 35 40 45 50 55 60 65 70
numero de alumnos

H En un circulo de 5 cm de radio se inscribe un tridangulo isés-
celes. Halla su area en funcién de su base, b.

El area de un triangulo es:

Segun muestra la figura, la altura del triangulo, h, se puede
descomponer como h =r + g, siendo a:

Puesto que el radio vale 5 cm, tenemos que:

R ).

2 2

El dominio de A es (0, 10].

El Halla la expresion que pasa grados centigrados:

a) A grados Kelvin, sabiendo que 0K corresponden a
—273°C,y373K,a100°C.

b) A grados Fahrenheit, sabiendo que 32 °F corresponden a
0°C,y 212°F, a 100°C.

a) Si x corresponde a los grados centigrados que se desean
transformar y K a sus equivalentes en grados kelvin, tene-
mos que:

K=x+ 273
b) Si x corresponde a los grados centigrados que se desean

transformar y F a sus equivalentes en Farenheit, tenemos
que:

Fo3p g 00X _ g, X

100 5

[l La cantidad de calor que hay que suministrar a un gramo
de una sustancia para que esta aumente 1°C se llama calor
especifico. Sabiendo que cuando se suministran 3 calorias
a un gramo de cinc a 20°C, la temperatura sube a 52,43 °C,
averigua su calor especifico y escribe una funcion que pro-
porcione el incremento de temperatura de una masa cual-
quiera de cinc en funcién del aporte de calor.

Dado que se trata de un gramo de sustancia, dividiendo el
calor entre el incremento de temperatura se obtiene el calor
especifico del cinc:

3 cal
32,43 °C

Mediante la definicién de calor especifico, c,, se puede dedu-
cir que ¢, = calor/(masa - incremento de temperatura).

=0,0925 cal/°C

Llamando Q al calor suministrado, y despejando de la formu-
la anterior el incremento de temperatura, At, que se produce
para un gramo de cinc es:

Q

t=————>—>=10,81
A 0,0925 Q
Para una masa de cinc cualquiera, m:
10,81
s 10810
m

8. Funciones @



[l En lasiguiente tabla se detalla el ahorro que se produce en

el intercambio de bombillas, en funcién de la diferencia de
potencia que consumen:

Intercambio de bombillas Ahorro (€)

5W—5W 4

HOW—>T7W 6,6
60W— 11TW 9,8
I5W—=15W 12
100W —20W 16
120W—23W 19,4

;Qué tipo de funcidn relaciona el ahorro, A, con la diferen-
cia de potencia consumida, D?

La relacion es directamente proporcional. Es una funcion li-
neal. Se observa que:

4 66 98

20 33 49

El ahorro que se estima por vatio de potencia consumida es de
0,20 €, por tanto, por un kilovatio sera de 200 €.

La longitud de una varilla de metal varia en funcién de la
temperatura a la que se somete. La tabla muestra la rela-
cién entre la temperatura y la longitud de dicha varilla, que
inicialmente esta a 20 °C y mide 35 m de longitud:

Temperatura (°C) 20 40 60
Longitud (cm) 3500 3501176 3502,352

Sabiendo que la relacion entre la longitud de la varilla y el
incremento de temperatura es afin, halla la expresién anali-
tica L(t). ;Cuanto medira la varilla a 80°C?
La relacion es lineal:

I(t)=at+b
Sustituyendo los datos que proporciona la tabla, se puede
obtener y comprobar que:
I(t) = 0,0588 t + 3 498,824 1(80) = 3 503,528 cm
La varilla a 80 °C medird 3503,528 cm.

La facturacion que hace una compaiiia eléctrica cada dos
meses a uno de sus usuarios engloba tres conceptos:

I Facturacion de la potencia: por cada kW contratado y por
cada mes, la tarifa es de 2,82 €.

I Consumo: por cada kWh consumido, la tarifa es de 0,16 €.

I Concepto fijo: 1,13 € por mes en concepto de equipo de
medida.

Finalmente, al importe se le aplica un 21% de IVA.

Si llamamos P a la potencia contratada y C al consumo en

kWh de dos meses, halla la funcion que proporciona el

importe de la factura bimestral.

a) ;Cuantas variables engloba?

b) Calcula el total de una factura para una potencia contra-
tada de 4,4 kW y un consumo bimestral de 271 kWh.

a) Como son dos meses el concepto fijo serd 2-1,13 y la fac-
turacién de la potencia 2-2,82 - P. Hay que aplicar el IVA
para saber cuanto se paga realmente:

/1=(2-282-P+0,16-C+2-1,13)-1,21
Esta funcion engloba dos variables, Py C.

b) El usuario que tiene contratada una potencia de 4,4 kW y
un consumo bimestral de 271 kWh, debe pagar a la com-
paniia eléctrica:
/1=(2-282-44+0,16-271+2-1,13)-1,21=85,23 €

@ Andlisis

! Una empresa realiza un estudio comparativo sobre el coste

que suponen dos piezas distintas. Estima que el coste en
euros de la pieza tipo A, en funcion del nimero de miles de
piezas, x, si el pedido no sobrepasa las 2000 piezas, viene
dado por la expresién:

C,(x) = —2x%+ 5x
Y el coste de la pieza tipo B en las mismas condiciones es:
Cx)=2x>—3x+2

a) ;Para qué numero de piezas es menor el coste de la pro-
duccion de la pieza tipo A?

b) Para un pedido de 2000 piezas, ;qué tipo de pieza
produce menor coste a la empresa?

¢) ;Cuantas piezas del tipo B producen menor coste?

Yy A

=

[« XN, ]

Debemos calcular los puntos de interseccién de las dos gréfi-
cas, es decir, el nUmero de piezas de un tipo u otro que pro-
ducen a la empresa el mismo coste:
Cax) = Cyx) si —2x? + 5x = 2x> — 3x + 2
=S4 —8x+2=0=2"—4x+1=0
Resolviendo obtenemos:

x=0,293yx=1,707

Como x viene dado en miles de piezas, la solucidn serad 293

piezasy 1 707 piezas.

a) La pieza tipo A tiene menor coste para un pedido menor
de 293 unidades o para un pedido de entre 1707 y 2000
unidades (el enunciado especifica que el pedido no sobre-
pase las 2000 piezas).

b) Para un pedido de 2000 piezas es menor el coste de la pie-
za tipo A, ya que si observamos en la gréfica el valor de
x = 2 para las dos funciones, es menor en la funcién tipo A.

¢) El minimo de la funcién Gy(x) se produce en el vertice de la
funcién:

3
= 2 =0,750 = x =750 piezas

Un granjero va cerrar un terreno rectangular de 80 m” con
una valla. Uno de los lados linda con la carretera, por lo que
la valla de este lado es mas resistente y cuesta 15 €/m, y el
resto de valla estd a 10 €/m.

Expresa, en funcion del lado que linda con la carretera, x, el
precio total de la valla.

. 80
En primer lugar, xy = 80, por loquey = —.

X

Los dos lados y, y un lado x cuestan 10 €/m y el otro lado x,
15 €/m.
Por tanto:

80 1600
C(x)=<x+ 2-7>-10+ 15x = 25x +




En el aparcamiento de unos grandes almacenes se debe
abonar 1,50 € por cada hora o fraccidon de hora, hasta un
maximo de 12 €, siendo las dos primeras horas gratuitas.
Representa graficamente la funcion que expresa el importe
del aparcamiento en funcion del tiempo transcurrido.

Se trata de una funcién escalonada en la que durante las dos
primeras horas hay un valor constante, luego para cada inter-
valo entre una hora y otra toma otro valor constante, hasta
las 9 horas y a partir de ahi es constante de valor 12 €.

f importe del aparcamiento (€)

4501 —

1,501 —
1234567 891011121314
horas transcurridas

El servicio de correos de un cierto pais tiene las siguientes
tarifas para el envio de cartas:

Hasta 20 g de peso, se paga 0,35 €. Por cada 10 g o fraccién
de 10 g de exceso de peso, se afladen 0,07 € mas.

a) Expresa la relacion entre el precio del envio, y, y el peso
de la carta, x, hasta 50 g.

b) Representa graficamente la funcion.

a) Se trata de una funcion definida a trozos:
035 si0<x=20
0,42 si20<x=30

fix) = .
049 si30<x=40
0,56 si40<x=50
b) A tarifa (€)
055 | =0
0,5 T Omeee®
045 |
Om—
041
0,35 ¢———
031
025 |
02
015 |
014
0,05 |
10 20 30 40 50 60 70
peso del paquete (g)

En un concurso, los participantes deben contestar
100 preguntas. En las 25 primeras, se ganan 200 € por
cada una que se acierte. A partir de aqui, el premio es, en
miles de euros, la raiz cuadrada del nimero de preguntas
acertadas.

a) Expresa, mediante una funcidn, la relaciéon entre res-
puestas correctas y cantidad ganada, y represéntala.

b) ;Cual es su dominio? ;Y su recorrido?

¢) ;Cuantas respuestas ha debido acertar un participante
que ha ganado 6 082,76 €?

a) 200x

=110V

si0=x=25
si25<x=100

A cantidad ganada (€)
11000+

100001
90001
8000+
70001
60001
50001
40001
3000+
20001
1000+

y=1000yx

y=200x

25 50 75 100
numero de respuestas correctas

»
>

b) Su dominio es el conjunto de enteros no negativos, n, tal
que 0=n=100.
Su recorrido esta formado por los nimeros n enteros no
negativos, 200n, si 0 =<n =25y el conjunto de nimeros
1000V nsi25=n=100.
c) Sihaganado 6082,76 € ha acertado 37 respuestas.
Una lancha circula, cuando se ha alejado 60 kilometros del
muelle, a una media de 60 km/h. En ese mismo instante,
desde el muelle sale otra lancha a una velocidad media de
75 km/h. Ambas mantienen la velocidad media constante.
Expresa como varia la distancia que las separa en funcion
del tiempo. Cuando la segunda lancha haya adelantado en
45 km a la primera, ;qué tiempo habra transcurrido?

La distancia sera: d(t) = |15t — 60|
Transcurren 7 horas para que la segunda lancha adelante en
45 km a la primera.

El beneficio mensual de un artesano expresado en euros,
cuando fabrica y vende x objetos, se ajusta a la funcion
B(x) = —0,5x* + 50x — 800, donde 20 < x =< 60.

a) Determina el beneficio que obtiene cuando fabrica y
vende 20 objetos y 60 objetos, respectivamente.

b) ;Cuantos objetos debe fabricar y vender para obtener el
maximo beneficio?, ;a cuanto asciende?

a) B(20) = 0 €; B(60) = 400 €

b) La funcion beneficio tiene su valor maximoenx = — =

2a
50 . . .
= ——— = 50, es decir, cuando fabrica y vende 50 objetos

su beneficio es maximo y es de B(50) = 450 €.

Si el precio de la entrada al cine es de 6 €, van 320 perso-
nas. Se sabe que si aumenta el precio en 0,25 €, hay 10 es-
pectadores menos. Halla:

a) La funcion que determina el numero de espectadores
en funcion del precio de la entrada.

b) La funcién que determina los ingresos del cine en fun-
cion del precio de la entrada.

¢) El precio de la entrada para obtener el maximo ingreso.
a) La funcion es una recta que pasa por el punto (6, 320) y

10
tiene pendiente 025 = —40, por tanto, siendo e el nu-

[

mero de espectadores y x el precio de la entrada:
e(x) = 320 — 40(x — 6) = 560 — 40x
b) Multiplicando espectadores por precio: I(x) = 560x — 40x”
¢) I(x) es una funcién polinémica de segundo grado, con un

(o 5 . . .
maximoenx = ——c - = 7 €, es decir, los ingresos son ma-

ximos cuando el precio de la entrada es de 7 €.

8. Funciones @



¥l El beneficio (en miles de euros) de una empresa por la ven- h) Domf=R —{—1,1}
ta de x unidades de un producto, lo da por la funcion: i) Domf=R
B(x) = —x* + 300x — 16 100, 50 =< x = 250. j) Domf=R — [—1,1]

a) ;Cuéntas unidades habra vendido si el beneficio que ha

1
obtenido es de 3900 miles de euros? k) Domf=R — {5}
b) ;Cuantas unidades debe vender para obtener el maxi- 1
mo beneficio? ;A cuanto asciende este beneficio? I) Domf=R — {O, E}

¢) ;Cuantas unidades debe vender para no tener pérdidas?

m) Dom f= (=2, +1]

a) 3900 = — x* + 300x — 16100 = x* — 300x + 20000 = 0 ) Dom f= (—so. —3) U (=3, —1] U [1, 4
= x = 100 o0 x = 200, puede haber vendido 100 o 200 uni- 'Z omi= ! ! !
dades del producto. i) Dom f= (=3, +)

o) Dom f= (0, +)

p) Dom f=R — {0}

q) Dom f = (—oo,3) U {4} U [5,10) U (10, +oo)

300
b) Valor maximo en x = ——— = 150 unidades del producto.
B(150) = 6 400 miles de euros es el beneficio maximo.
c) Bx)=0= — x>+ 300x — 16100=0

“x% 4 300x — 16100 = —(x — 70) (x — 230) B Averigua el recorrido de estas funciones.
Realizamos un cuadro de signos: a) ys
50 70 230 250
T T . I —
x—170 -+ i+ ~] f
x—230 — - + ol 1 X

—(x—70) (x — 230) - + - \

La empresa no tendrd pérdidas si 70 = x = 230. \

P . b) YA\
Dominio y recorrido

PH Halla el dominio de estas funciones.

2 z >
a) fx)="\Vx+3 j) f) = ﬁ ol X
b) ) =\/3—x K fo) = > 2T
1—2x 4
2
0 f=3x+Vx—2 1) fig=—"% <) v4 I
X —2x
22+ x—1 1—x
D=t ™M= :
6x— 1 Vx2—1 X
e) f(ix) = n) fx)= ———— jvg
\/;+1 x+3 /T
f) oo =2 i) fog = X! ) Rec =R — {1}
= = a)Recf=R —
V-1 x+3 b) Rec f= (—oo, —2] U [2, +o9)
3
g) f(x)=fx—+7 o) f(x) = |Xi| ¢) Recf=(—o0, —2) U[—1,53) U {4}
V3x+6 PH Averigua el recorrido de estas funciones.
7x+5 a) fix) =2x>—3x+1
W= pw= B X
b) fx) = +5 42
x+3 six<3
e 3—x C)f(X)=2X+1
i) f)=|—=—r q) fix) ={ =7 six=4 X
x2+1 ] d) f(x) =x*—4x
x—10 SXx>5 e) flx) =E(x) +4
a) Dom f=[—3, +) {x six=4
f) f(x) = .
b) Dom f= (—oo, 3] —X six>4

c) Dom f= [0, +oo)

d) Dom f=R

e) Dom f= [0, +)

f) Dom f=1[0,1) U (1, +oo)
g) Domf=R — {-2} ¢) Recf=R — {2} f) Recf=(—co,4]

@ Andlisis

a) Recf= [_?1 +°<>) d) Rec f=[—4, +oo)

b) Recf= (—w,%] e) Recf=7



B A partir de la funcién representada en la figura 8.56, halla:

X —4
Hi ;Sonigualesf(x) =x + 2y g(x) = ) ? ;{Por qué?

x—
_ _ _ 5
No son iguales porque su dominio no es el mismo. a) f(0), f(=2), fi-4), £'(1), f'(=1), f 1(‘3)

Domf=RyDomg=R — {2} b) DomfyRecf

Representacion de funciones Y

Representa las siguientes funciones.
a) f(x) = —x+5
b) gix) =|—x+5]| -
o) fi)=2x+3 =
d) g(x) =|2x + 3| |
e)fix)=—-2+5x+3 /\’ 1
f) gx) = |—2x" + 5x + 3|
A partir de f(x) representamos g(x) en cada caso. a) f0)=0, Af(—2), f(—4)=—1,

a), b) YA
+ (1) = {

—%, 2, 5},f1(—1) =[—4,-2)U{-1}

4 f—'(_£>= —6

| 2

b) Dom f= (—e, —2) U [—1, +),
Rec f= (=, —2] U {—1} U [0, +)

BBl Representa las siguientes funciones e indica sus dominios
y recorridos.

—-x+1 six<<-—2
a) f(x)_{x2—4 six=-—2
x—10 six<-—1
b) fix)=4 —1 si—1<x=3

—x’—4x—6 six>3

o) fx) = |x*=2x|

c)d) a)
X
To
_4'_3'—2',,—1'71__ 1' é ?; 4'-XV
4
’ —ol
foo=2x+B3 |/
I, Dom f=R, Rec f=[—4, +oo)
. b) Yy A
e) f) \ YA
gl0) = 12¢2 + 5x 43I
| |
|
/ |
\ |
\ \ [
VY
| >
3 X
f(x:2x2+5x+3-':
Dom f=R —{=1}, Recf=(—eo, = 1) U {1}

8. Funciones @



Bl Dada la funcién f(x) =

c) YA

Dom f=R, Rec f= [0, +o)

B La funcién f(x) = x — E(x) es la funcién que a cada nimero

real x, comprendido en un intervalo [z, z + 1), le hace co-
rresponder x — z. Por ejemplo, f(3,25) = 3,25 — 3 = 0,25,
f(—3,25) =0,75,f(0,5) =0,5—0=0,5,f(—0,5) = —0,5+ 1=0,5.
Haz una tabla de valores y realiza su representacién gra-
fica.

x  f "
0 0
1 0 | =x—En
15 0,5 '
1,75 0,75 ~ >
—0,5 0,5
=1 0
=15 0,5
=175 025

Caracteristicas de las funciones

2

X . .
1 determina sus intervalos de
signo constante.

Dom f=R —{— 1}y fix) =0 en x =0, por lo tanto, intervalos
de signo constante son:

(=e0,=1), (= 1,0) y (0, +<0)

f(72)=_i1<0:>\7’x€(foo,f1),f(x)<0

—1 2
f<—>:g£>O=>VxE —1,0), flx) >
2 0,5

f(1):%>0:>VXE(0,+°°),f(X)>0

2—

Dada la funcion f(x) = , determina sus intervalos

de signo constante.

Dom f=R—{0}y fix)=0enx=—2yenx=2, por lo tanto,
los intervalos de signo constante son los siguientes:

(=00, =2),(=2,0),(0,2) y (2, +0)

f(—3) :_i3<o =V x E (—w, —2),f(x) <0

f(—1)=:—’:’>0:>\7’xe (—2,0), fx) >0
-3
f(1)=T<0:>Vxe (0,2), fix) <0

f(3)=§>O:VXE (2, +e0), fix) >0

@ Andlisis

BBl Estudia en las funciones que muestran las figuras, los inter-

valos de signo constante, la monotonia y la curvatura si es
posible. ;Esta acotada alguna de las funciones? ;Hay algu-
na que presente simetria? ;Y periodicidad?

vA FiGura 8.57.a.

L L L L L L L L »
T T T T T T T T T T T T 1} |l
545 219 1 2 N45 67 8 9 X

_2 4
FiGura 8.57.b.
A /
~ i
g 6_4—0/_3456)739;
Ll |
/ [
FiGura 8.57.c.
Yy A
3 -

“\“\%\ ANEWIA .
UUO,U34\_E/67\_5/9X

Figura 8.57.a.

I Intervalos de signo constante:
filx)>0en (—2,5;2,5) U (5,5;9) U (9,10]
filx) <0 en[—5; —2,5) U (2,5; 5,5)

I f(x) es estrictamente creciente en (=5, 0), en (4, 7) y en
(9, 10).

f(x) es estrictamente decreciente en (0,4) y en (7, 9).

I Funcién acotada, | f(x)| =2, no es simétrica ni periodica.

Figura 8.57.b.

I Intervalos de signo constante:
fix)>0 en(—6,—2) U (—1,0) U (1,2) U (6, +)
fix) <0 en(—o, —6) U (=2, —1) U (0, 1) U (2, 6)

I f(x) es estrictamente creciente en (—oo; —3,5), en (—1,5; 0),
en (0; 1,5),y en (3,5; o).
flx) es estrictamente decreciente en (—3,5; —1,5), y en
(1,5;3,5).

I Es convexa en (—e, —3) U (0; 2,5) y cbncava en
(—3,0) U (2,5; +o0).

I Es una funcién no acotada, si es simétrica respecto al ori-
gen de coordenadas, y por tanto, impar, y tampoco es pe-
riddica.

Figura 8.57.c.

I Intervalos de signo constante:

Dado que es una funcion periodica de periodo T= 3:
fix)>0en (0 + 3k, 1+ 3k) U (2,5 + 3k, 3+ 3k), paratodo k € Z.
fix) <0 en (1 + 3k; 2,5 + 3k), para todo k € Z.

I f(x) es estrictamente creciente en (2 + 3k, 3 + 3k), k € Z.
fix) es estrictamente decreciente en (0,5 + 3k; 1,5+ 3k), k € Z.
f(x) es constante en (0 + 3k; 0,5+ 3k) en (1,5 + 3k; 2 + 3k),
paratodo k € Z.

I Escéncavaen (3k — 1, 3k) paratodo k € Z.

I Esuna funcién no acotada.



Operaciones con funciones

Calcula, en cada caso, (f+ g)(x) y su dominio.
a) fx)=x>+2x>—x+3, gx) =Vx’-4
-1

X—2
a) (f+g)(x)=x +2*—x+3+Vx— 4
Dom (f+ g) = (—oo, =21 U [2, +0)

3x2 — 8x —1
+ -
b) (f+g) x) o —3x—2

b) f(X)= » gl =

Dom (f+g) =R — {%12}

Calcula (f+ g)(x) y (f—g)(x), y sus respectivos dominios,

siendo fl) =~y gb) = %’2‘
1 (ftg) (X):%z)z(:z
Dom (f+ g) =R — {~2, 0}
1 (f—g)(x)=;2++22X
Dom (f— g) =R — {~2, 0}

Dadas las siguientes funciones definidas a trozos, calcula
(f+ g)(x) y su dominio.

1
—F six<0
= six=3 X+1
fix)=¢x"—1 gx) =) 1 .
=
x*—=1 six>3 x—1 six=0

La funcion suma queda determinada en tres intervalos, que
son:

(—o0,0),[0,3] y(3,+e)
.

1 Si X E(—oo,—1) U (—1,0)
x—1
(f+g )= ;(;j si xe[0,1)U(1,3]
3,2
XX =x+2 si X E (3, +o0)
x—1
Dom (f+g)=R—{-1,1}
Calcula, en cada caso, (f- g)(x) y su dominio.
) ) = x+1 ()_xz—x
= 9=
v _ x—2
b) f(x) = x*—x—6, g(x) %—6
) (F9) 00 = ——— b) (g ="
a) (f- = .q) =
I 2Vx+1 J 2
Dom (f-g) =(1,0) U (0, +eo) Dom (f-g) = R — {3}

Halla (f + g)(x), (f — g)(x), (§>(x), y sus respectivos domi-

nios, a partir de las funciones:

+x 3x-5
0= Y N s
4x* —3x—3 —2x+ 1
o+ == = 2 — S
(f+9) (%) a1 3y (f—9g) () 7 —x
Dom (f+g)=R— {0, 1,3} Dom (f—g)=R— {0, 1, 3}
x*+2x—3
no(f = —
(f'g) &) 3x? — 5x

Dom (f/g) =R — {0 1, g 3]

Bl Dadas las funciones definidas a trozos:

1
——six<0

X
Vx3six=0

encuentra la expresion de (f- g)(x) y su dominio.
lx six<0

3 —)ﬁzsixso 3
fo) = Vxsix>0 y gk) =

O0six=0
X six>0
Dom (f-g) = R

(f-g)t0) =

A partir de los siguientes pares de funciones, halla
(Fog)(x) y (g ° A)(x), indicando su dominio.

2 2x
a) fix) = 3’ gx)=—

b) flx) =Vx>+1, gix) =
¢) fix) =

2> +x—3, =
x 9%) x+1

1
a)i (feg) ()= ~

Dom (feg) =R — {0}

4
i (gef) (X)*g

Dom (gof) =R — {0}
b)u (fog)(=rF3)=V10
Dom (feg) =R
i (geN)=3
Dom (g°f) =R
—3x? —5x
c) (feg) (x) = PR
Dom fog=R —{—1}

1
(gef) ) =

2x> +x—2
-1-V17 -1+V17
Dom gof:R—{ ) }
4 4
Dadas las funciones f(x) = =V 2x — 1, calcula

la funcidn compuesta de f(x) y g(x) y su dominio.

3 —3x
(geohHx) T

Dom(gef) = (—1,1]

A partir de las funciones f(x) = 2x — X’y g(x) = Vx — 2,
halla (f° g)(x) y (g ° f)(x) y sus respectivos dominios. ;Qué
se observa? ;Es siempre posible la composicion?
(feg)lx) = X—2—x+2,Dom (fog) = [2, +o)

x) = \/fx2+2xf 2,Dom(gefH) =

(ge f) (x) no existe, puesto que el recorrido de f(x) =
no esta incluido en el dominio de g(x), que es [2, +<o).

(oo, 1]

=4x? se puede entender como la compo-
sicién de las funciones f(x) = 2x y g(x) = x> de este modo:
(g ° NX) = g(f(x)) = g(2x) = 4x* = h(x).

Expresa las siguientes funciones como composicion de fun-
ciones, indicando estas ultimas:

a) hx) =5Vx+5
b) h(x) =5x*+2x*+6

a) fx) = 5x y gx) = Vx+ 1= hix) = (fog) ()
b) fix) = 5x> + 2x + 6 y g(x) =x*> = h(x) = (fog) (x)

8. Funciones @
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Funcion inversa b) v A ;
I ;Existe funcién inversa respecto de la composicién para las 54
siguientes funciones? Si es asi, halla su expresién. Nl
=3x— = 34 :
a) f(x)=3x—2 e) f(x) ax 42 i
-3 T T 1 |
b) fr)=>— f) fo)=—x— — 1—\ :
4x X N O O Ny
— -6-5-4-3-2-10
¢) fix)=Vx+8 g) f00=x>—3x+1 1A 1\ 34 5 6 X
4 21
d) f(x) = x> + 5x h)fo) =1~ 31|
—41 !
a) f(x)es biyectiva, por tanto, tiene inversa: sl
+2 :
o0 ="
_3 Dom =R — {2}
b) f(x) es inyectiva: f'(x) = o Rec f=R — {2}
o flx=x—-8 )
e) f(x) es inyectiva: f '(x) = -2
y ' 4x
—4
h) X)) = ——
x—1

Las funciones de los apartados d), f) y g) no son inyectivas y
por tanto no existe su funcion inversa.

I8 Representa la funcién f(x) = —x — 1 y su inversa.

Dom f=R — [0}
Recf=R — [0}

A partir de la gréfica de la funcién f(x) de la figura, repre-
senta:

YA

Transformaciones de funciones Y /

1
M A partir de la funcién f(x) = v representa las siguientes fun-

ciones e indica sus dominios y recorridos.

1 1 1 B £ >
a) f(x)=m b) f(X)=2+m c) f(x):a 5 (6] 5 X

a) Yy A

| —
N
©
| —
L —
T~
T~

—
~.

—2] 0 );(
—31 /\\ fx) // X
™ f(=x)
— 5] \
/ \
Domf=R —{2} fix) — 3 —f(x)

Recf=R — {0}
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Ejercicios de aplicacion

I Considera las siguientes funciones:

fix) =2x>—3x+1
gx) = —(x+1)*
h(X)=x*+x+1
ixX)==3x>—x+2

a) Represéntalas graficamente, indicando sus ceros, sus vér-

tices y sus ejes de simetria.

b) Estudia su signo.

c) Indica sus intervalos de monotonia y sus recorridos.

d) Escribe las funciones valor absoluto correspondientes a

cada una como funciones a trozos, y represéntalas.

fix) = 2x> — 3x + 1 es una funcién polinémica de segundo
grado, con a >0, por tanto, su representacion corresponde
a una parabola con las ramas hacia arriba, y su vértice es el
punto que separa un intervalo de decrecimiento de otro de
crecimiento.

Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es:
-b 3

X:
2a 4

3

En (— o, Z) f(x) es estrictamente decreciente.

3 . )
En Z +oo), f(x) es estrictamente creciente.

. . , 3
Su eje de simetria es la recta x = T

1
Sus ceros son 1y by por lo que fix) >0 en
( 1)U(1+ )y fix) <0en 11
00, ;T X 1
2 y 2

1
Su recorrido es {f Py +<>o>.

YA

flx) = 2x% — 3x +1
|fx)] = |2x* = 3x +1]

I
o
J
H
—_
o
w
=y

1
2x*—3x+1 en <—w3] U [1, +eo)
|2x?—3x+1] =

1
—2*+3x—1 en(? 1>

g(x) = — (x+ 1)* es una funcién polinédmica de segundo
grado, con a <0, por tanto, su representacion corresponde
a una parabola con la ramas hacia abajo, y su vértice es el
punto que separa un intervalo de crecimiento de otro de
decrecimiento.

Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es:
—b

X = —=
2a

En (—eo, —1), g(x) es estrictamente creciente.

En (—1, +o0), g(x) es estrictamente decreciente.

Su eje de simetria es larecta x=— 1.

Tiene un cero, —1, por lo que g(x) <0en R — {—1}.
Su recorrido es (—eo, 0].

Y A

54 3 2 a1 23 X
l’ -1 A
l" _2 “l
! vog) == (x A1)
: _3 “
! 0

h(x) =x>+ x + 1 es una funcién polinémica de segundo
grado, con a> 0, por tanto, su representacion correspon-
de a una parédbola con las ramas hacia arriba, y su vértice
es el punto que separa un intervalo de decrecimiento de
otro de crecimiento.

Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es:

-b -1

20 2

—1
En (—oo, T) h(x) es estrictamente decreciente.

—1
En (T +oo>, h(x) es estrictamente creciente.

Su eje de simetria es la recta x = ER

No tiene ceros. Es siempre positiva.

3
Su recorrido es [Z +oo).

h(x) = x>+ x + 1

|h(x)J:|x2+x+1|:
=x"+x+1

I I I I I I I I I I I I I
T T T T T T T T T T T T T

-3 -2 =1 O 1 2 3 x

i(x) = — 3x* — x + 2 es una funcién polinémica de segundo
grado, con a <0, por tanto, su representacion corresponde
a una parabola invertida, y su vértice es el punto que sepa-
ra un intervalo de crecimiento de otro de decrecimiento.

8. Funciones @



Dado que el vértice es el punto cuya abscisa es

=1

En (— oo, 7) i(x) es estrictamente creciente.
-1 . . .

En ?, +oo|, i(x) es estrictamente decreciente.
. . . -1

Su eje de simetria es la recta x = rE

) 2 .
Tiene dos ceros, 3 y —1, por lo que i(x) <0 en:

(=) vy >oemfr )
. 3 yi(x en 3

25
Su recorrido es | —eo, —|.
12

<
7

fix) =-3x2-x+2

¥ Dada la funcion f(x) = x>+ 3x> — 9x:

a) Averigua sus ceros.
b) Determina sus intervalos de signo constante.

c) Esboza una gréfica, completando previamente la si-
guiente tabla de valores:

a) fix) = 0= x(x*+3x—9)=0
Resolvemos la ecuacion de segundo grado:
x> +3x—9=0:

—3+Vo+36 -3+3Vs
X = =
2 2
Por tanto, las soluciones seran:

x=0,x=185yx=—485

=x=185yx=—4_85

b) Dom f = R y los ceros de la funcion son los valores halla-
dos en el apartado anterior, por lo tanto, los intervalos de
signo constante son los siguientes:

(—o0; —4,85), (—4,85; 0), (0; 1,85) y (1,85; +o0)
f(—6) = —54<0,V x € (—o, —4,85), f(x) <0
f(—=1)=11>0,Vx € (—485;0),f(x)>0
f(1)= —5<0,Vx € (0;1,85), f(x) <0
f2)=2>0,V x € (1,85; +0), f(x) > 0

@ Andlisis

M 5 4 3 3 10 1 2 3 4 5

fx)  —5 20 27 22 11 0 =5 2 27 76 15

A

Escala deformada Y fix) = x?+ 3x* = 9x

30
25
204
151
101

5

-4 =3 =2 =1 /2 3 4 5 X

—=10
+15

Hl La tarifa del transporte en taxi en cierta localidad depende

linealmente de la longitud del trayecto que se efectte. A
un usuario de este servicio, una carrera de 3,6 km le cuesta
7,12 €,y a otro, 8,80 € un trayecto de 5 km. ;Cudnto vale la
bajada de bandera?

La bajada de bandera cuesta 2,80 €.

De una funcién lineal se conocen los puntos (—1, 5/2)
y (1/4, —3). Halla su expresién analitica. ;Es una funcion
creciente?

-2 19

x — ——. Es una funcion decreciente.
5 10

f(x)

El porcentaje destinado de 1+D del PIB de un determinado
pais en los afios 2008, 2010 y 2012 es la que se indica en la
siguiente tabla:

Afio 2008 2010 2012
% 14D del PIB 0,28 0,32 0,47

Mediante interpolacidn lineal, calcula el porcentaje del PIB
destinado de 1+D en el afio 2009 y realiza una extrapola-
cion para estimar cuanto se destinara en el aifo 2016.

Con los puntos extremos de la tabla se obtiene la recta
y = 0,28 + 0,05(x — 2008).

En el afio 2009, el PIB destinado a I+D fue:
y=028+005-1=033%

En el ano 2016 podemos suponer que el PIB destinado a |+D

serdy = 0,28 + 0,05 -8 = 0,68 %.

El precio de un viaje en tren es funcién, entre otras cosas,
de los kildémetros recorridos. Recorrer 57 km cuesta 2,21 €
y recorrer 68 km vale 2,54 €. Averigua:

a) La funcidn afin que expresa el coste del billete en fun-
cion de los kildémetros recorridos.

b) Por extrapolacion, el precio del billete cuando la distan-
cia recorrida sea de 500 km.

c) Si un billete cuesta 5,93 €, ;cuantos kildmetros tiene el
recorrido?

a) x es la distancia recorrida, el precio del billete en funcion
de la distancia es: p(x) = 0,03x + 0,5

b) p(500) = 15,50 €
¢) x=181km



Hl Encuentra una funcién cuadratica f(x) que tome los valores

que muestra la tabla:
X 0 2 =i
flx) 1,25 —0,75 6,75

fix) = 1,55 — 4x + 1,25

Expresa el volumen de un cono cualquiera de generatriz
2 dm en funcién de su altura. ;Entre qué valores puede
oscilar la altura? Indica el dominio de esta funcién.

4 — h)h
V(h) = ﬂrr%. La altura oscila entre 0y 2 dm.

Dom V= (0, 2)

Si un juguete se vende a 130 € lo compran 1000 personas.

Por cada euro que aumenta (o disminuye) este precio, dis-

minuye (o aumenta), respectivamente, el nimero de com-

pradores en 50.

a) Expresa la funcién que proporciona el nimero de jugue-
tes que se venden en funcion del precio de venta.

b) Si el precio de coste de un juguete es de 80 €, calcula el
precio, p, que proporciona el beneficio total maximo.

¢) Halla el numero de juguetes que se venden si el precio
es p, y calcula el beneficio maximo.

a) La funcién que proporciona el nimero de juguetes que se
venden en funciéon del precio de venta es una recta de-
pendiente —50 que pasa por el punto (130, 1000):

n(p) = 1000 — 50(p — 130) = 7500 — 50p
b) El beneficio total es el producto de los juguetes vendidos
por el beneficio de cada juguete que es p — 80:
B(p) = (7500 — 50p)(p — 80) =
= —50p® + 11500p — 600000
11500
—100

c) Para p = 115 € se venden n(115) = 1750 juguetes, y el
beneficio que proporcionan es de B(115) = 61250 €.

B(p) tiene su valor maximoenp = — =115€.

El perimetro de un tridngulo isésceles es 6 cm. Expresa el

area del triangulo en funcién de la base, b, y determina su
dominio.

A(b)=§ V9 — 3b,Dom A = (0, 3)

Expresa el area de un pentagono regular en funcién de su
lado, /, y determina su dominio.

2
Al) 5/

=——— DomA=R"
41tg (m/5)

El drea de un contenedor formado por
una semiesfera de radio r y un cilindro h
abierto de altura h es de 32 m’. Expresa
su volumen en funcién del radio, y de-
termina su dominio.
1
Vi =16r— §1TI’3, Dom V = (0, 4)
En un cubo se instala un depésito en \

X

forma de piramide invertida con la

misma base que la cara superior del RN /) a
X

cubo. oA
RNy

Determina el area de la cuatro caras R

del depésito, en funcién de su volu- al

men

AW = V5-V912 Dom A = R*

Un almacén tiene forma de prisma recto de base cuadrada
y su volumen es 768 m>. Se sabe que la pérdida de calor a
través de las paredes laterales es de 100 unidades por m?,
mientras que por el techo es de 300 unidades por m La
pérdida de calor a través del suelo es despreciable. Expresa
la pérdida de calor del almacén en funcién del lado de su
base.

Si x es el lado de la base e y la altura del almacén:
Calor perdido a través de las paredes: 400xy
Calor perdido a través del techo: 300 x°

Calor total perdido: 400xy + 300x°

768
DadoqueV=768m’=y= v con lo que el calor perdido
en funcién de x sera:

307200
X) = — + 300

8. Funciones @



1. Determina cuales de las siguientes graficas corresponden a una funcién. Construye una tabla de valores y escribe su expresiéon
analitica.

a) 1 b) Y < Y

o 1 X o[ 1 X /01 X

a) Corresponde a la funcién y = x°.

b) No corresponde a una funcién porque existen valores de la x a los que no les corresponde un unico valor de la y.
3
c) Corresponde a la funciony = Vx.

2, Halla el dominio de las siguientes funciones.
1
a) f(x) =71 b) f(x) = x* — 5x c) fix) = 79
a)x—1#0=x#1=Domf=R—{1}
b) Es una funcién polindmica. Dom f =R
) ¥—9#0=x#=*3=Domf=R—{-3,3}
d) x#0 = Dom f=R — {0}
e) 1—-xX*=0=Domf=[-1,1]

d) fix) =¢ e) fix)=V1-x

3. Estudia el signo de estas funciones.
x -5 X —5x+4
— R E—— ¢ fX)=————
X =1 X +5x+6 X —
a) El signo es constante en los intervalos (—es, —1), (=1, 0), (0, 1) y (1, +0).

a) fix) = b) fix)= d) fx)=x>+3x+2

f(—2) <0 = fes negativa en (—eo, —1).
f(—0,5) >0 = fes positiva en (—1, 0).
f(0,5) < 0 = fes negativa en (0, 1).
f(2) >0 = fes positiva en (1, +oo).
b) El signo es constante en los intervalos (—eo, —3), (=3, —2), (=2, 5) y (5, +0).
f(—4) < 0 = fes negativa en (—eo, —3).
f(—2,5) > 0 = fes positiva en (—3, —2).
fl0) < 0 = fes negativa en (=2, 5).
f(6) > 0 = fes positiva en (5, +<o).
¢) Elsigno es constante en los intervalos (—eo, —2), (=2, 1), (1, 2), (2,4) y (4, +0).
f(—3) > 0 = fes positiva en (—co, —2).
f(0) < 0 = fes negativaen (—2, 1).
f(1,5) > 0 = fes positiva en (1, 2).
f(3) < 0= fes negativa en (2, 4).
f(5) > 0 = fes positiva en (4, +oo).
d) El signo es constante en los intervalos (—eo, —2), (—2, —1), (=1, +o0).
f(—3) > 0 = fes positiva en el intervalo (—oo, —2).
f(—1,5) < 0 = fes negativa en el intervalo (—2, —1).
fl0) > 0 = fes positiva en el intervalo (—1, +o0).
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4.

Estudia la simetria de:

a) f(x) =% b) fix) =x*—4x ¢ fix)= X3;25x
(x4 X¥—4
a) f(—x) = T R f(x)
Es una funcién par.
b) f(=x) = (—x)? = 4-(=x) = X + 4% —fx) = —x* + 4x
No es par ni impar.
_ (0P =5(=x) _ =X +5x
) fl=x) = N fix)
Es una funcién impar.
Determina la monotonia y la curvatura de estas funciones. ;Alguna de ellas esta acotada?
a) Y b) Y (9] Y
/\ 1 : 1
0 Y
Ol 1 X

/ \\1/ X ol 1 X

a) Crece en (—oo, —2) U (1, +o0) y decrece en (—2, 1).

3 3
Es convexa en el intervalo <—oo, —3> U (—1,0) y concava en <_E —1) U (0, +o0).

No esta acotada.

b) Es decreciente en todo su dominio. Es convexa en el intervalo (—es, —2) y cdncava en (—2, +<). No estd acotada.

c) Crece en el intervalo (—es, 0) y decrece en el intervalo (0, +<). Es cédncava en el intervalo (—eo, —1) y en (1, +0) y convexa en

(=1, 1). Estd acotada inferiormente por 0 y superiormente por 4.

Determina todas las caracteristicas de estas funciones.
a) fx)=x>—1 b) fix) =x>*—3x+2
Todas las funciones son parabolas.

c) fix) = —xX*+x

a) Es positiva en los intervalos (—eo, —1) U (1, +e0), y negativa en (—1, 1).
El vértice es el punto (0, —1), y es el minimo de la funcion.
Es decreciente en (—oo, 0) y creciente en (0, +oo).

Los puntos de corte con el eje Xson (—1,0) y (1, 0), y el punto de corte con el eje Y, (0, —1).

Es una funcion céncava.

b) Es positiva en los intervalos (—eo, 1) y (2, +<0), y negativa en (1, 2).

3 1
El vértice es el punto (5 _Z> y es el minimo de la funcion.

3 3
Es decreciente en (—oo, E) y creciente en (3’ +oo).

Los puntos de corte con el eje X son (1,0) y (2, 0), y el punto de corte con el eje Y, (0, 2).
Es una funcién céncava.

¢) Es negativa en los intervalos (—e, 0) y (1, +o0), y positiva en (0, 1).

11
El vértice es el punto (E' Z) y es el maximo de la funcion.

1 1
Es creciente en <—°°, E) y decreciente en (3 +oo),

Los puntos de corte con el eje X son (0, 0) y (1, 0), y el punto de corte con el eje Y, (0, 0).
Es una funcién convexa.
d) Es negativa en los intervalos (—eo, —2) y (2, +o0), y positiva en (—2, 2).
El vértice es el punto (0, 4), y es el maximo de la funcién.
Es creciente en (—eo, 0) y decreciente en (0, +oo).
Los puntos de corte con el eje X son (—2,0) y (2, 0), y el punto de corte con el eje Y, (0, 4).

Es una funcion convexa.

d) flx) = —x* + 4

8. Funciones @



& 7. Estudiay representa estas funciones.
x—1 six=-1

a)f(x)={§_1:§§11 b) fix)=!{—x+2si—1<x<2
X¥—=3 six=2
a) y4 Es creciente en el intervalo (—es, 1) y constante en el intervalo (1, +eo).

No corta con el eje X'y el punto de corte con el eje Y es (0, —1).

b) y4 Es creciente en el intervalo (—eo, —1) y (2, +0) y decreciente en (—1, 2).
No corta con el eje X'y el punto de corte con el eje Y es (0, 2).
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